Polynomes et fractions rationnelles 



Pascal Laine 



Polynomes et fractions rationnelles 



Exercice 1. 

Factoriser dans M[A] et dans C[A] le polynome P — —X 8 + 2X 4 — 1 
Allez a : Correction exercice 1 



Exercice 2. 

Soit P = 1-X 8 

Factoriser P dans C[A], puis dans R[A] et enfin dans Q[A] 
Allez a : Correction exercice 2 



Exercice 3. 



1 . 

2 . 

3. 

4. 

Allez a 



2 in 

Soit P — {X + 1 y — X 7 — 1. On note j — e~ 

Montrer que 1 + j — — j 2 

Montrer que j est une racine multiple de P. 

Trouver deux racines reelles evidentes de P. 

Factoriser P en facteurs irreductibles dans C[A] et puis dans M[A]. 
: Correction exercice 3 



Exercice 4. 

Determiner les racines reelles et complexes du polynome : 

POO — x 5 + x 4 + x 3 + x 2 + x + i 

En deduire sa factorisation dans C[A] et dans E[A]. 

Allez a : Correction exercice 4 

Exercice 5. 

Soit P = X 7 + X 6 + X s + X 4 + X 3 + X 2 + X + 1 

1. Factoriser P dans C[A]. 

2. Factoriser P dans M[A] . 

3. Factoriser P dans Q[A]. 

Allez a : Correction exercice 5 



Exercice 6. 

Determiner les racines reelles et complexes du polynome : 

1 1111 
P(A) = — X s + —X 4 + —X 3 + —X 2 +-X+1 
32 16 8 4 2 

En deduire sa factorisation dans C[A] et dans E[A]. 

Allez a : Correction exercice 6 



Exercice 7. 

Soit P E R[A] defini par 

P — X 4 — X 3 + X 2 — X + 1 

1. Determiner les racines de P. 

2. Factoriser P dans C[A], puis dans R[A]. 

Allez a : Correction exercice 7 



Exercice 8. 

1. Soit P = -X 3 + A 2 - A + 1 un polynome. 
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Factoriser ce polynome dans R[X] et dans C[X]. 

2. Soit 

n 

p = i-x+x 2 --■+ (- i) n x n = y (-i) k x k 

k = 0 

Determiner les racines reelles et complexes de P. 

Allez a : 



Exercice 

Soit P — X 6 + 2X 5 + 4X 4 + 4X 3 + 4X 2 + 2X + 1 

2 in 

On pose j = e~ 

1. Montrer que j est une racine multiple de P. 

2. Factoriser P dans C[A]. 

3. Factoriser P dans R[X]. 

Allez a : Correction exercice 9 

Exercice 10. 

Soit P E E[A] defini par 

P — X 8 + 2X 6 + 3X 4 + 2X 2 + 1 

2in 

1. Montrer que j — e~ est une racine multiple de P. 

2. En remarquant que P est un polynome pair, donner toutes les racines de P ainsi que leur multiplicity. 

3. Factoriser P dans C[A], puis dans M[A], 

Allez a : Correction exercice 10 

Exercice 11. 

Soit P = 2X 3 + 3X 2 + 6X + 1 - 3 j 

1. Montrer que j est une racine double de P 

2. Factoriser P dans C[A] 

Allez a : Correction exercice 1 1 



Exercice 12. 

1. Determiner les racines reelles et complexes de {X + l) 6 — X 6 

2. Soit a £ iet soit P E R[A] defini par 

P — (X + l) 7 — X 7 — a 
Determiner a pour que P admette une racine reelle multiple. 
Allez a : Correction exercice 12 

Exercice 13. 

1. Le polynome A — X 4 + 3X + 1, est-il irreductible dans R[A] ? 

2. Le polynome B — X 3 + 3X + 1, est-il irreductible dans M[AJ ? 
Allez a : Correction exercice 13 



Exercice 14. 

Determiner les reels a, b etc tels que P — X s — 2X 4 — 6X 3 + aX 2 + bX + c soit factorisable par 

Q = (X 2 — 1)(A — 3) 

Allez a : Correction exercice 14 



Correction exercice 8 



9. 
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Exercice 15. 

Pour n£M, montrer que le polynome A n — (X — l) n+2 + X 2n+1 est divisible par B — X 2 — X + 1 
Allez a : Correction exercice 15 



Exercice 16. 

Soit 

P n = (A + l) n - X n - 1 
On pose n = a [6] avec a E { 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 } 

2 in 

Pour quelles valeurs de n, j — e~ est-il racine de P n ? 

On pourra discuter selon les valeurs de a. 

Allez a : Correction exercice 16 



Exercice 17. 

Determiner le reste de la division euclidienne de (A + l) n par X 2 + 1. 
Allez a : Correction exercice 17 



Exercice 18. 

Quel est le reste de la division euclidienne de P — X n + X + 1 par Q — (X — l) 2 ? 
Allez a : Correction exercice 18 



Exercice 19. 

Soit R 6 R[A] le reste de la division euclidienne de (A + l) n par (A — l) 2 . 
Determiner R. 

Allez a : Correction exercice 19 



Exercice 20. 

Quel est le reste de la division euclidienne de A n — X n + A + b par B — (A — a) 2 , pour n£FJ,n>2. 
Allez a : Correction exercice 20 



Exercice 21. 

Determiner le reste dans la division euclidienne de A — X 2n + 2A n + 1 par B — A 2 + 1 



Allez a : Correction exercice 21 



Exercice 22. 

1. Montrer que pour tout n£N, X 4n — 1 est divisible par A 4 — 1. 

2. En deduire que le polynome P — X 4a+3 + X 4b+2 + A 4c+1 + A 4d avec a, b, c et d entiers naturels est 
divisible par Q = A 3 + A 2 + A + 1. 

Allez a : Correction exercice 22 



Exercice 23. 

Soit P — A 3 + pA + q un polynome de <C[A], on note a, /? et y ses racines. 
CalculerA — a 2 + j3 2 + y 2 . 

Calculer B — a 3 + yff 3 + y 3 . 

Calculer C — a 2 (3 + a/? 2 + a 2 y + ay 2 + fi 2 y + /?y 2 . 

On pose D — a 3 /? + a/? 3 + a 3 y + ay 3 + /? 3 y + /?y 3 
Calculer D en fonction de p. 



1 . 

2 . 

3. 

4. 



Allez a : Correction exercice 23 
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Exercice 24. 

Soit F G C[X] un polynome tel que XP(X — 1) = (X — 2)P(A) 

1. Montrer que 0 et 1 sont racines de P. 

2. Soit a une racine de P. Si a A 0, montrer que a — 1 est racine. Si a =£ 1, montrer que a + 1 est racine. 

3. On suppose que P n’est pas le polynome nul. Montrer que 0 et 1 sont les seules racines de P. 
Indication : 

S’il existe une racine a telle que JZe(a ) < 1 differente de 0 (a =£ 0), montrer qu’il y a une infinite de 
racines. 

S’il existe une racine a telle que He (a) > 0 differente de 1 (a A 1), montrer qu’il y a une infinite de 
racines. 

4. En deduire que P est de la forme aX k (X — l) 1 avec a E C[X], k E N* et l E N*. 

5. Quel est l’ensemble des polynomes de P E C[A] tels que XP(X — 1) = (X — 2)P(A). 

Allez a : Correction exercice 24 

Exercice 25. 

Effectuer la division suivante les puissances croissantes de X 4 + X 3 — 2X + 1 par X 2 + X + 1 a l’ordre 2. 
Allez a : Correction exercice 25 



Exercice 26. 

On considere le couple de polynome a coefficients reels 

P=X 3 -X 2 -X-2 et Q =X 3 - 1 

1. Utiliser l’algorithme d’Euclide pour calculer le PGCD(P, Q ). 

2. Decomposer P et Q en facteurs irreductibles dans R[X]. 

3. Retrouvez le resultat de la question 1. 

4. Decomposer P en facteur irreductible dans C[A] . 

Allez a : Correction exercice 26 

Exercice 27. 

Soient P = X s + X 4 - 6X 3 - X 2 - X + 6 et Q = X 4 + 2X 3 - X - 2 
Determiner le PGCD de P et Q et en deduire les racines communes de P et Q. 

Allez a : Correction exercice 27 

Exercice 28. 

Determiner les P.G.C.D. des polynomes 

A — X 5 + 2X 4 + X 3 — X 2 — 2X — 2 et B — X 4 + 3X 3 + 3A 2 - 2 
En utilisant l’algorithme d’Euclide. En deduire les factorisations de A et B dans M[A]. 
Allez a : Correction exercice 28 



Exercice 29. 

Determiner une identite de Bezout entre les polynomes P — {X — l) 2 et Q — X 2 + 1. 
Allez a : Correction exercice 29 

Exercice 30. 

1. Determiner une identite de Bezout entre les polynomes 

P — 2X 4 + X 3 — 2X — 1 et Q = 2X 4 - X 3 - 3X 2 + X + 1 

2. En deduire les racines communes de P et Q. 

Allez a : Correction exercice 30 
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Exercice 31. 

Soit P = A 5 + A 4 + 2A 3 + 2X 2 + A + 1 



1 . 

2 . 

3. 

4. 

Allez a 



Calculer le PGCD de P et P' . 

Quelles sont les racines communes a P et P' ? 
Quelles sont les racines multiples de P dans C ? 
Montrer que ( A 2 + l) 2 divise P. 

Factoriser P dans R[A]. 

: Correction exercice 3 1 



Exercice 32. 

Pour tout polynome P £ R[A] on designe par P(X + 1) le polynome obtenu en rcmplagant X par X + 1 
dans P. 

1. Existe-t-il des polynomes P E R[A] de degre 3 tels que P(0) = 1 ? 

2. Si P E R[A] est un polynome de degre 3, quel est le degre du polynome P(A + 1) — P(A ) ? 

3. Existe-t-il des polynomes P £ 1[X] de degre trois qui verifient : 

P(A + 1) - PQ 0 = X 2 - 1 et P(0) = 1 
(Indication : On pourra deriver le polynome P dans l’equation ci-dessus.) 

Allez a : Correction exercice 32 



Exercice 33. 

Soit n un entier strictement positif. 

1. Determiner le pgcd des polynomes X n — 1 et (A — l) n . 

2. Pour n — 3 demontrer qu'il existe un couple de polynomes (17, V) tel que : 

(A 3 - 1)1/ + (A - 1) 3 V — X — 1 

Donnez-en un. 

Allez a : Correction exercice 33 



Exercice 34. 

1. Determiner le PGCD et une identite de Bezout des polynomes P et Q. 

P — (A 2 — 3A + 2) (A 2 + 1) = A 4 — 3A 3 + 3A 2 - 3A + 2 
Q = (A 2 + 3A + 2) (A 2 + 1) = A 4 + 3A 3 + 3A 2 + 3A + 2 

2. Factoriser P et Q . 

Allez a : Correction exercice 34 

Exercice 35. 

Soit 

(A + 1 ) 2 A + (A - 1) 2 S = 1 (. E ) 

1. Trouverune solution particuliere A 0 ,B 0 E R[A] de (E). 

2. En deduire toutes les solutions de (E). 

3. Determiner tous les polynomes P tels que P — 1 soit un multiple de (A + l) 2 et que P + 1 soit un 
multiple de (A - l) 2 . 

Allez a : Correction exercice 35 



Exercice 36. 

Soient P et Q deux polynomes definis par : 

P( A) = A 6 — A 4 — A 2 + 1 et Q(A) = A 4 + 2A 3 - 2A - 1 

Determiner le PGCD de P et Q et en deduire les racines communes de P et Q ainsi que leur multiplicity. 
Allez a : Correction exercice 36 
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Exercice 37. 

Quels sont les polynomes de C[A] tels que P' divise P. 
Allez a : Correction exercice 37 



Exercice 38. 

Soit P(X) = 2X 4 + 3X 3 -3X 2 + 3X + 2 
On pose Y — X + ^ 

p(X ) 

1. Montrer qu’il existe un polynome Q. de degre 2 tel que Q(Y) — — — 

X 

2. Calculer les racines de Q. 

3. En deduire les racines de P, puis la factorisatistion de P dans R[A] et dans C[A]. 
Allez a : Correction exercice 38 

Exercice 39. 

Soit 6 E R, on suppose que sin(n0) A 0. 

1 . Determiner toutes les racines du polynome 

n 

P — ^ Qj sin(/c0) X k 

k= 1 

2. Montrer que toutes les racines sont reelles. 

Allez a : Correction exercice 39 



Exercice 40. 

Decomposer en elements simples la fraction rationnelle dans R(A) : 



Allez a : Correction exercice 40 



FQ 0 = 



6X 3 + 3X 2 -5 
X 4 - 1 



Exercice 41. 

Decomposer en elements simples la fraction rationnelle : 

X 4 — X + 2 

FQ 0 = 



(X — 1) (X 2 - 1) 



Allez a : Correction exercice 41 



Exercice 42. 

Decomposer en elements simples la fraction rationnelle : 

6X 3 + 3X 2 - 5 

FQ 0 = 



X 4 — 1 



1. DansE(A) 

2. DansC(A) 

Allez a : Correction exercice 42 



Exercice 43. 
Soit 



F = 



(X 2 + X + 1)(X - l) 2 
Decomposer F en elements simples dans M(X), dans C(X). 



Allez a : Correction exercice 43 
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Exercice 44. 

Decomposer la fraction rationnelle suivante dans R(A). 

X 2 



F = 



(. A 2 + l ) 2010 



Allez a : Correction exercice 44 



Exercice 45. 

Decomposer la fraction rationnelle suivante en elements simples. 

X 8 + X + 1 



F = 



A 4 (A- l) 3 



Allez a : Correction exercice 45 



Exercice 46. 

Decomposer la fraction suivante en elements simples dans M(A). 

X 4 + 1 



F = 



Allez a : Correction exercice 46 



X 2 (X 2 +X+ 1 y 



Exercice 47. 

Decomposer la fraction rationnelle suivante dans R(A) et dans (C(A) 

X 5 

G = 



(A 4 - 1 ) 2 



Allez a : Correction exercice 47 



Exercice 48. 

P 1 

1. Soit F — Si a G C est une racine simple de Q, montrer que le coefficient de l’element simple est 
P(a ) 



<?'(«)' 

2. Decomposer dans C(A) la fraction 



F = 



X 



X n -1 



Allez a : Correction exercice 48 



Exercice 49. 

On considere le polynome P — X s — X 3 + X 2 — 1 
1. Factoriser P dans M[A] et dans C[A] 



X+l 

2. Decomposer la fraction en elements simples dans E(A) 
Allez a : Correction exercice 49 



CORRECTIONS 



Correction exercice 1. 

Dans R[A] 

P = -(A 8 - 2A 4 + 1) = -(A 4 - l) 2 = -(A 2 - 1) 2 (A 2 + l) 2 = -(A - 1) 2 (A + 1) 2 (A 2 + l) 2 
Dans C[A] 



Allez a : Exercice 1 



P = -(A - 1) 2 (A + 1) 2 (A - i) 2 (X + i) 2 
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Correction exercice 2. 

Premiere methode 

P(X) — 1 — X 8 — (1 — X 4 )(l + X 4 ), (1 — X 4 ) se decompose facilement en 

(1 — 2Q(1 + X)(i — X)(i + X) = — (X — 1)(1 + X)(X — i)(X + i), mais pour decomposer 1 + X 4 , 
c’est beaucoup plus delicat, il faut utiliser une bonne ruse, allons-y 

1 + X 4 = 1 + 2X 2 + X 4 - 2X 2 = (1 + X 2 ) 2 - (V2X) 2 = (l + X 2 - V2X)(1 + X 2 + V2X) 

1 + X 2 — y[2X — X 2 — y[2X + 1 et 1 + X 2 + y[2X — X 2 + y[2X + 1 sont deux polynomes irreductibles 
dans E[X] car leur discriminant sont negatifs. Done la decomposition de P(X) dans E[X] est : 

POO = -(X - 1)(1 + X)(X 2 + l)(x 2 - X2X + l)(X 2 + X2X + 1 ) 

Pour la decomposition dans C[X] il suffit de trouver les racines complexes de X 2 — \[2X + 1 et X 2 + 
V2X+ 1 



Le discriminant de X 2 — X2X + 1 est A t — (— \[2) — 4 — — 2 — ( iV2 ) , ses racines sont X L — 



V2-tV2 -i- 
— e 4 et 



v V2 + tV2 t- 

^2 = — : — = e 4 . 



Le discriminant de X 2 + V2X + 1 est = (a/2) — 4 — —2 = (iV2) , ses racines sont X 3 — 



-V2-iV2 —3i— , 

— e 4 et 



v -V2 + tV2 3 fZE 

X 4 = — - — = e 4 . 



POO = -(* - 1)(1 + X)(X - ixx + q(x- (x - (x - (x - dElddj 



Deuxieme methode 

On cherche les racines reelles et complexes de 1 — X 8 — 0 

2ikn ikn 

X 8 = 1 <=> X k = e a — e~ avec k G {0,1; 2, 3, 4, 5, 6, 7} 

in in 3in . Sin 3in 

Ce qui donne X 0 — 1, X 4 — e~ , X 2 — e~ — i, X 3 - e~, X 4 — e in = —1, X 5 — e~ — e~~, X 6 — 

3 in 7 in in 

e~ — —i, X 7 — e~ — e~X 
La decomposition dans C[X] est : 

( in\ ( 3in\ ( 3in\ ( in\ 

X - eTJ (X - 0 [x - e~X~ \ (X + 1) f X - e~^\ (X + i)ix~ e~Tj 
Pour la decomposition dans M[X], on regroupe les conjugues 

POO = -(X - 1)(1 + XXX -iXX + i ) (x - e _i *) (x - e 4 *) (x - e~ 3 ^) (x - e 3i ?) 

POO = ~( x - 1)(1 + X)(X 2 + 1) (x 2 - + e^X + e _i *e 4 *) (x 2 - (e“ 3i ? + e 3i *) X 

+ e 4e 4 1 

= ~(X -!)(*+ IXX 2 + 1) (x 2 - 2 cos 0 X + l)(x 2 -2 cos (0 X + l) 



V2, 



V2 



= -C X -l)(x+ 1)(1 + X 2 ) [X 2 - 2 —X + 1 )(x 2 + 2 —X + 1 



Dans 



= -C X - IXX + 1)(1 + X 2 )(X 2 - X2X + l)(x 2 + X2X + l) 

on regroupe les deux demiers polynomes 



POO = -(X -1 )(X+ 1)(1 + x 2 )(x 2 + 1 - dlx)(x 2 + 1 + yj2X) 
= -(X - IXX + 1)(1 + X 2 ) ((X 2 + l) 2 - (V2X) 2 ) 
= -(X -l)(x+ 1)(1 + X 2 )(X 4 + 1) 

Allez a : Exercice 2 
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Correction exercice 3. 



1 . 



1 + 7 = 1 + 



( 1 iV 3\ 1 iV 3 

V2 + _ 2 _ ) _ 2 + _ 2 __ 



Ou mieux 



Car 7 3 = 




_ g2t7r _ ^ 



I+7+7 2 




;3 



1-7 

1-7 



= o 



Ain 

-e~ 




P(j ) = O' + i ) 7 -7 7 - 1 = (-7 2 ) 7 -7 6 7 - 1 = -7 14 - 7 - 1 -7 12 7 2 -7 - 1 = -O ' 2 +7 + 1) = 0 

P' = 7(A + l ) 6 - 7A 6 

P'O) = 7(0 + l ) 6 -7 6 ) = 7((— 7 2 ) 6 - 1) = 70 12 - 1 ) = 7(1 - 1 ) = 0 
Done 7 est au moins racine double. 

3. P(0) = (0 + l ) 7 - 0 7 - 1 = l 7 - 1 = 0 et P(-l) = (-1 + l ) 7 - (-1 ) 7 -1 = 0- (-1) -1 = 0 
Done 0 et — 1 sont deux racines evidentes. 

4. Le debut de la formule du binome de (X + l ) 7 est X 7 + 7X 6 (il y a plein d’ autre tenne mais il est 
inutile de les calculer) done P est un polynome de degre 6 et son coefficient dominant est 7. 

D’autre part, j est racine double (au moins) done j — j 2 est aussi racine double (au moins) car P est un 
polynome a coefficients reels. 0 et — 1 sont aussi racine, cela donne 6 racine (au moins), comme 

d°P — 6 on a toutes les racines. La factorisation dans C[A] est : 

p = 7X(x + i)(a -j) 2 {x -]) 2 

Dans M[A] : 

C x -j){x -j) = (x - 7 ) (A - 7 2 ) = x 2 - 0 + 7 2 )a +y 3 = a 2 + a + 1 

Done 

P = 7A(A + 1) ((A -;)(A - J )) 2 = 7A(A + 1)(A 2 + A + l ) 2 

Allez a : Exercice 3 



Correction exercice 4. 

POO = i+ a + a 2 +a 3 +a 4 + a 5 = o^ ( i _ y = 0 <=> f 1 ~ x6 = 0 <=> F 6 = 1 

1 l X * 1 Ia + 1 

2ikn ikn 

Or X 6 — 1 <=> X k — e~6~ - e~ avec k G (0,1; 2, 3,4,5} 

in _ 2in m 4in Sin 

Ce qui donne X 0 = 1, X t = eT = —7 = — y 2 , A 2 = e” = 7 , A 3 = e t7r = —1, A 4 = e” = 7 2 , A 5 = e~ = — 7 

Les 5 racines de P sont A 4 = —j 2 , X 2 — j, X 3 = —1, X 4 = 7 2 et X 5 — —j. 

La decomposition dans C[A] est : 

POO = 1x0+ 7 2 x* -7)(* + DOT -7 2 )(* + 7) = O' + j 2 )(x -jXx + i)(A - 7 2 )(a + 7 ) 

La decomposition dans R[A] est : 

POO = (x + i)(A -7)(A -7 2 )(X + 7 2 )Of + 7 ) = (x + 1)00 - O' + 7 2 )a + 7 3 ) 0 O + (7 + j 2 )x + 7 3 ) 
= (x + 1)00 + x + 1)00 - x + l) 

Allez a : Exercice 4 



Correction exercice 5. 

1 . 



Pour A A 1 



1 — A 8 

P = 1 + A + A 2 + A 3 + A 4 + A 5 + A 6 + A 7 = 

1 - A 
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Les racines de P verifient ^ <=> \^k — e 8 , k E {0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} <=> X k — e 4 , k G 

1 x * 1 L x a 1 

{1,2, 3, 4, 5, 6, 7} 

in in Sin . Sin Sin Sin 7 in 

X 1 = e~, X 2 = e~ — i, X 3 — e~, X 4 — e in — — 1, X 5 — e~ — e~~, X 6 — e~ — —i et X 7 = e~ — 



e 4 
Done 



in\ / 3in \ / 3in \ / in\ 

P = ( X - eT ) (X - i) ( X - e~ ) (X + 1) ( X - e ~ ) (X + i) f X - e T J 












2. On rappelle que 

(X - e i0 )(X - e ~ w ) = X 2 - 2 cos(0) + 1 

( t7T\ / 17T\ / 3ijt\ / 3t7T\ 

X - eTj lx - e"Tj lx - eA“ J I X - e~J 

= (X + 1)(X 2 + 1) (x 2 - 2 cos Qx + l) (x 2 - 2 cos (^)x + l) 
= (X + 1)(X 2 + 1)(X 2 - V2X + l)(X 2 + V2X + l) 



3. 



P = (X + 1)(X 2 + l)(x 2 + 1 - a/2X)(X 2 + 1 + V2X) = (X + 1)(X 2 + 1) ((X 2 + l) 2 - (V2X) 2 ) 
= (X + 1)(X 2 + 1)(X 4 + 2X 2 + 1 - 2X 2 ) = (X + 1)(X 2 + 1)(X 4 + 1) 



Allez a : Exercice 5 



Correction exercice 6. 






<=> < 



i-f 



= 0 



X 



M§r= 

^ X A 2 



A 1 



X\ b 

«<© _1 

X gfc 2 

2ikn ikn 



/ y\ o ZI/C7T LK.TC 

Or (-J = 1 <=> X k — 2e~X~ = 2e7T avec k £ {0,1,2, 3,4, 5} done X k — 2e 



ikn 

3 



Ce qui donne X 0 = 2, X 1 = 2e* — —2 j — —2 j , X 2 — 2e 3 = 2j, X 3 = 2e in — —2, X 4 — 2e s = 

Sin 

2j 2 , X 5 = 2e^“ = -2j 

Les 5 racines de P sont X 4 — —2 j 2 , X 2 — 2j, X 3 = —2, X 4 = 2 j 2 et X 5 = —2 j. On a enleve X = 2. 

La decomposition dans C[X] est : 

POO = ^ X (X + 2 j 2 )(X - 27) (x + 2)(X - 27 2 )(X + 2 !;) 

= (X + 2; 2 )(X - 2 ;)(X + 2)(X - 2; 2 )(X + 2;) 

La decomposition dans R[X] est : 

W) = 4a + 2)(X - 27) (X - 27 2 )(X + 27 2 )(x + 27) 



32 



= 32 (* + 2)(X 2 - 2(7 + 7 2 )X + 47 3 )(X 2 + 2(7 + j 2 )X + 4/ 3 ) 
1 

= — (X + 1)(X 2 + 2X + 4)(X 2 - 2X + 4) 



Allez a : Exercice 6 
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Correction exercice 7. 

1. 



P = 1 + (-X) + ( -X ) 2 + (-A) 3 + (-X) 4 = 



l-(-A) 5 l+A 5 



1 - (-X) 1+X 

Pour X A -1 
Les racines verifient 

f5 f i* 5 i = i-h f m = i 

I x . = 0 jarg(A 5 ) = 7T + 2kn, icGZ° |5 arg(A) = (2 k + l)7r, k El 

“ T ~ ' X + -1 { X A 1 

M = 1 



arg(X) = 



2k + 1 - - [x = e^T in , k E {0,1, 2, 3, 4} 



■n, k E {0,1, 2, 3, 4} 



X*-\ 



X A 1 

in Sin Sin 



Tin -Sin 



X 0 = e~5)X 1 = e~5~)X 2 = e~s~ - -1;X 3 = e~+~ = e~^~ ;X 4 = e~+ 
On elimine X 3 — — 1 
2. Dans C[A] 



( in\ / in\ / 3in\ / 3in 

X-eTjlx-e ^J(A-e“](A-e ~S 



) 



Dans R|X] 



Allez a : Exercice 7 



P = (A 2 - 2X cos + l) (a 2 - 2X cos 0) + l) 



Correction exercice 8. 

1. P = X 2 {-X + 1) + (-X + 1) = —(X - 1)(X 2 + 1) dans R[X] 
P = -{X - 1)(A - i)(X + i) dans C[X] 

2. SiXA-1. 

2n-l 

P 



k = o 



1 - (-A)0 +1 ) 1 - (-A) n+1 



(-*) 



i + x 



Les racines de P verifie X^ n+1 ^ — 1 et X A — 1. 



( r v\yi-\-1 a C 2ikn f 2ikn 

P(X) = 0 <=> = 1 <=> j -X = eii+T, k E {0,1, ... , n} <^> J X = -e'S+T, k G {0,1, ... , n} 

t X + -1 { X + -1 l X + -1 



2ikn 

<=> X — —en+ 1, k E {1, ... , n} 



Allez a : Exercice 8 



Correction exercice 9. 

1. 

P(j) = ; 6 + 2 ; 5 + 4; 4 + 4/ 3 + 4/ 2 + 2; + 1 = 1 + 2j 2 + 4; + 4 + 4; 2 + 2; + 1 = 6/ 2 + 6; + 6 
— 6(/ 2 + 7 + 1 ) — 0 

P' = 6X 5 + 10A 4 + 16A 3 + 12A 2 + 8A + 2 

P'(j) = 6 j 5 + 10 ; 4 + 16 j 3 + 12 j 2 + 8j + 2 = 6 j 2 + 10; + 16 + 12; 2 + 8; + 2 = 18; 2 + 18; + 18 
= 18(; 2 +; + 1) = 0 

Done ; est racine double, comme P est un polynome a coefficients reels, ; est aussi racine double. 

On peut essayer de voir si ; ne serait pas racine triple (mais cela ne marche pas). 

2. Soit on a l’intuition de voir que i est racine (et que done - i est aussi racine), soit on ne le voit pas et il 
faut diviser P par 
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(x - j) 2 (x - j) 2 = ((x -j)(x -y)) 2 = (X 2 + X + l) 2 =X 4 +X 2 + 1 + 2X 3 + 2X 2 + 2X 
= X 4 + 2X 3 + 3X 2 + 2X + 1 



X 6 


+ 2X 5 


+ 4X 4 


+ 


4X 3 


+ 


4X 2 


+ 


2X 


+ 


1 


X 4 


+ 2X 3 + 3X 2 + 2X + 1 


X 6 


+ 2X 5 


+ 3X 4 


+ 


2X 3 


+ 


X 2 










X 2 


+ 1 






X 4 


+ 


2X 3 


+ 


3X 2 


+ 


2X 


+ 


1 










X 4 


+ 


2X 3 


+ 


3X 2 


+ 


2X 


+ 


1 






0 







3. 

Allez a : Exercice 9 



p = (x-j) 2 {x- ]) 2 (X - i)(x + 0 



P — (X 2 + X + 1) 2 (X 2 + 1) 



Correction exercice 10. 

1. 

P(j ) = j 8 + 2X 6 + 3 j 4 + 2 j 2 + 1 = j 2 + 2 + 3j + 2 j 2 + 1 = 3 j 2 + 3j + 3 = 3{j 2 +; + 1) = 0 
j est une racine de P 

P' = 8X 7 + 12X 5 + 12X 3 + 4X 

P' O') = 8 j 7 + 12j s + 12 j 3 + 4 j = 8 j + 12 j 2 + 12 + 4 j = 12 j 2 + 12; + 12 = 12 (j 2 + j + 1) = 0 

j est racine au moins double, j est done une racine multiple. 

2. Comme P est pair, —j est aussi une racine double, ce polynome est a coefficients reels done j — j 2 est 
racine double et —j — —j 2 est aussi racine double, cela fait 8 racines en tout (en comptant la multiplicite 
de racines), comme ce polynome est degre 8, on les a toutes. Le coefficient dominant est 1, on en deduit 
la factorisation dans C[A] 

P = (x - j) 2 (X - j 2 Y(X + j) 2 (X + j 2 ) 2 

Dans E[A] 

P = [(.x -jXX -j 2 )] 2 [(x +j)(X +j 2 )] 2 = [X 2 + X + 1] 2 [X 2 — X + l] 2 
Allez a : Exercice 10 



Correction exercice 11. 

1 . 

P(j) = 2 j 3 + 3 j 2 + 6 ; + 1 + 3 ; = 2 + 3 j 2 + 6j + 1 - 3j = 3 j 2 + 3j + 3 = 3 (j 2 +j + 1 ) = 0 

P' = 6X 2 + 6X + 6 

P'(j) = 6j 2 + 6j + 6 = 6 (; 2 +; + 1 ) = 0 
Done j est une racine double de P. 

3 

2. La somme des racines de P est — , si on appelle a la troisieme racine on a 

3 3 3 / 1 iV 3\ 1 

J 2 2 J 2 \ 2 2 / 2 



Done 



P = 2(A-;) 2 (* + ^-h/3) 



Allez a : Exercice 1 1 



exosup. com 



12 



page facebook 



Polynomes et fractions rationnelles 



Pascal Laine 



Correction exercice 12. 

1. 



(. X + l) 6 = X 6 <=> ) = 1 

II est clair que 0 n’est pas racine. Mais attention (X + l) 6 — X 6 est un polynome de degre 5 

, , (X + 1\ 6 

{X + l) 6 = X 6 <=> (■ = 1 



X + 1 2ikn 

= e~e~, k £ {0,1, 2, 3, 4, 5} 






x+i 



La racine « en trop » est celle qui aurait verifie = 1 qui n’a pas de solution, on enleve done k — 0. 

1 2ikn 1 ikn \ 

1 + x = e ~ k G t 1 ' 2 ' 3 ' 4 ' 5 ^ ^ x = e ^~ ” lf k G ^' 2 ' 3 ' 4 ' 5 ^ ^ x = >ke{ 1,2, 3, 4, 5} 



ikn 

e 3 - 1 



<=> X = 



Les cinq racines sont 



ikn 

e — - 1 



ikn 

e~ 



- 0 ( 



ikn 

e T~ - 1 



, k G (1,2, 3, 4, 5} 



= 



ikn 

e 3-1 



cos 






/ /C7T 

vx 



) 



( i/c7i \ / ikn \ 

e 3 - lj f e 3 — 1 J 2 - 2 cos 

2. Pour que P admette une racine multiple reelle (done au moins double), P et P' ont une racine reelle 
commune. 

P' = 7(X + l) 6 - 7X 6 

Les racines reelles et complexes de P' verifient (X + l) 6 — X 6 — 0 

On cherche les racines reelles done sin (^- ) = 0 ce qui equivaut a k — 0 (mais on a elimine ce cas) et 



k = 3 



X, = 



COs(7r) 



3 2 — 2 cos(7r) 4 

P ademt une racine double si et seulement si P = 0. 



1 

2 



/ 1 \ / 1 \ 7 / 1\ 7 11 11 

P n)- Oo h +1 ) -(- 2 ) + a -°~j7+j¥+ a -°** a -- 2x ^--jt 



Et alors 



Allez a : Exercice 12 



p = (x + iy 



X' 



2 6 



Correction exercice 13. 

1. La reponse est non car les seuls polynomes irreductibles sont les polynomes de degre 1 et les polynomes 
de degre 2 qui n’ont pas de racines reelles. La question ne demande pas de factoriser ce polynome. 

2. Les limites de la fonction polynomial definie par B(x) — x 3 + 3x + 1 en —00 vaut —00 et en +00 vaut 
+ 00 , cette fonction est continue, done le theoreme des valeurs intermediaires entraine qu’il existe x 0 tel 
que B(xq) — 0. B admet une racine reelle. Ceci dit le meme raisonnement qu’au 1°) est valable aussi. 

Allez a : Exercice 13 



Correction exercice 14. 

P — X s — 2X 4 — 6X 3 + aX 2 + bX + c est factorisable par Q — ( X 2 — 1)(X — 3) si et seulement si — 1, 
1 et 3 sont racines de P. 
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f P(- 1) = (-1) 5 - 2 x (-1) 4 - 6 x (-1) 3 + a x (-1) 2 + b x (-1) + c = 0 
j P(l) = l 5 -2xl 4 -6xl 3 + axl 2 + Hc = 0 
(p(3) = 3 5 — 2x 3 4 — 6x 3 3 + ax3 2 + fox3 + c = 0 

r-1 — 2 + 6 + a — b + c — 0 L 1 fa — b + c — —3 

<=> 1 1 — 2 — 6 + a + b + c — 0 <=> L 2 \ a + b + c — 7 

13 4 (3 - 2 - 2) + 9a + 3b + c = 0 L 3 l9a + 36 + c = 81 
L 2 — L-l entraine que 2b — 10 done b — 5 
Et L 2 + L-i entraine que 2a + 2c = 4 done a + c — 2 : L\ 

On remplace b — 5 dans L 3 : 9a + 15 + c — 81 done 9a + c — 66 : L' 2 
L' 2 — L'i entraine que 8a = 64 done a = 8 et done c — 2 — 8 = —6 
Finalement P = X 5 - 2X 4 - 6X 3 + 8X 2 + 5X - 6 
Allez a : Exercice 14 



Correction exercice 15. 

A n est divisible par B si et seulement si les racines de B sont aussi des racines de A n . 
Le discriminant deX 2 — X+lestA = l — 4 = — 3 done les deux racines de B sont : 






1 + iV3 

2 




1- iV3 

x 2 = —^ = -i 

Remarque : X 2 - X + 1 = 0 a (-X) 2 + (-A) + 1 = 0 
Done les racines du polynome B verifient 

—X — j ou — X — j 2 



AnH ) = (-; - D n+2 + (-;) 2n+1 = (j 2 r(j 2 ) 2 + (-;) 2n (-;) = j 2n j 4 - j 2n j = o 

Comme 4 n est un polynome a coefficients reels, —j — —j 2 est aussi racine. 

On conclut que X 2 — X + 1 divisise ( X — l) n+2 + X 2n+1 . 



Allez a : Exercice 15 



Correction exercice 16. 



Pn(j) = O' + i) n ~j n - 1 = (-; 2 ) n -; n - 1 = (-i) n ; 2n -; n - i 

Si n = 6p 

P 6p (j ) = y 12p -; 6 p — 1 = 1 — 1 — 2 = —2 + 0 

Si n = 6p + 1 

Pep + iO ) = -; 12p+2 -; 6p+1 - 1 = -; 2 - 1 = o 

Si n — 6p + 2 

Pep+zO) = i 12p+4 ~j 6p+2 ~ i = ; ~j 2 ~ i = 2; * o 

Si n = 6p + 3 

P 6p+ 3(j) = ~j 12p+6 ~j 6p+3 - 1 = -1 - 1 - 1 = -3 A 0 

Si n = 6p + 4 

% + 4<j) - j 12p+8 — j 6p+4 - 1 =j2_j_ 1 = 2j 2 *0 

Si n = 6p + 5 

JVsO) = -) 12p+1 ° -; 6p+5 - l = -; -; 2 - l = 0 

Allez a : Exercice 16 

Correction exercice 17. 

II existe A,R E R[A] tels que 

A n + A + 1 = A(X — l) 2 + R (*) 

Avec d°R < 2 done il existe a, b E R tels que R — aX + b, ce qui entraine que R' — a 
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Prenons X — 1 
On derive (*) 

On prend X - 1 
On en deduit que 
Et finalement 
Allez a : Exercice 17 



3 — R(l) — a + b 



nX 71 - 1 + 1 = A'(X - l) 2 + A(X - 1) + R' 



n + 1 — a 



b — 3 — a — 3 — (n + 1) —2 —n 



R = (n + 1)X + 2 - n 



Correction exercice 18. 

Or d°R < 2 et done R — aX + b. 
On pose X — i. 



(A + l) n = (X 2 + 1)Q + R 



( i + l) n = ai + b <=> | V2 i j J = £> + ai <=> (V2) 4 j = £> + ai <=> (V2) 



n ntre 
e ^r 



Done 



Allez a : Exercice 1 8 



/TLTC\ /TLTC\\ J = 0^) Sln (l") 

= 6 + ai^(V2) (cos(— J + isin(— J) = fc + ai«{ 

/t = (V2) cos(-) 



/ i—\ n f rm \ r i—\ n 

R = W 2) sin (— )a + (V2) cos(— ) 



Correction exercice 19. 

II existe un unique couple (Q, I?) de polynomes, avec d°R < 2 tels que : 

(. X + l) n = (X — 1 ) 2 Q + R 
II existe a et b reels tels que R — aX + b 

C X + l) n = (X — 1 ) 2 Q + aX + b (*) 

On pose X — 1 

2 n — a + b 

On derive (*) 

n{X + l) n_1 = 2(X - i)Q + iX- 1 ) 2 Q' + a 

On pose X — 1 

n2 n ~ 1 — a 

Done b — 2 n — n2 n ~ 1 
Finalement 

R = n2 n ~ 1 X + 2 n - n2 n ~ 1 

Allez a : Exercice 19 



Correction exercice 20. 

II existe Q n et R n tels que : 

An = BQn + R n <=> X n + X + b = (X - a) 2 Q n + R n 
Avec d°R n < 2. Done il existe a n et /? n tels que : 

X n + X + b — (X — a) 2 Q n + a n X + (3 n (1) 
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En derivant on trouve 

nX 71 - 1 + 1 = dX- a)[2Q n + (X - a) 2 Q ;] + a n (2) 

On fait X — a dans (1) et dans (2). 

(a n + a + b — a n a + /? n ( a n — na n + 1 

l na n_1 + 1 — a n ° \/3 n — a n + a + b — (na n_1 + 1 )a = — (n — l)a n + 6 

Done 

= (na n + 1)A — (n — l)a n + 6 

Allez a : Exercice 20 



Correction exercice 21. 

II existe Q et R tels que A — BQ + R et d°R < d°B — 2 done degre de R est inferieur ou egal a 1 on a 
alors R — aX + b oil a et b sont des reels. 



A(i) — B(i)Q(i) + R(i ) <=> i 2n + 2 i n + 1 = ai + b car B(i) = i 2 + 1 = 0 

Si n = 2p i 2n + 2i n + 1 = ai + b <=> i 4p + 2 i 2p + l = ai + b^l + 2(-l) p + 1 = ai + b <=> 

f a = 0 

[b = 2 + 2(-l y 

Done R = 2 + 2 ( — l) p 
Si n = 2p + 1 

i 2n + 2i n + 1 = ai + b <^> i 4p+2 + 2i 2p+1 + l = ai + b<^-l + 2(-l) p i + 1 = ai + b 

« (a = 2 ^- 1 ) P 

l 6 = 0 

Done R = 2(-l) p A 
Allez a : Exercice 21 



Correction exercice 22. 

1. Les quatre racines de X 4 — 1 — 0, e’est-a-dire {1, i, — 1, —i} verifie X 4 — 1 done 

(A 4 ) n — 1 — l n — 1 — 0 done ces racines sont des racines de X 4n — 1, on peut mettre X 4 — 1 en 
facteur dans ce polynome. 

2. 

Premiere methode : 

D’apres la premiere question il existe Q a , Q b , Q c et Q d tels que : 

X 4a - 1 = Q a (X 4 - 1) <=> X 4a = Q a (X 4 - 1) + 1 

X 4b - 1 = Q b (X 4 - 1) <=> X 4b = Q b {X 4 - 1) + 1 

X 4C - 1 = Q C (X 4 - 1) <=> X 4C = Q C (X 4 - 1) + 1 

X 4d - 1 = Q d (X 4 - 1) <=> X 4d = Q d (X 4 - 1) + 1 

Done 

P — X 4a 42 + ^4£>+2 _|_ ^4c+l _|_ x 4 d _ ^4a^3 -(- X 4b X 2 4- X 4c X + X 4d 

= i.Qa(.X 4 - 1) + 1)A 3 + (Q b (X 4 - 1) + 1)A 2 + (Q C (A 4 - 1) + 1)A + Q d {X 4 - 1) 

+ 1 = (A 4 - 1 )[Q a X 3 + Q b X 2 + Q C X + Q d ] + X 3 + X 2 + X + 1 
= (X- 1)(X 3 +X 2 + A + l)[Q a X 3 + Q b X 2 + Q C X + Q d ] + X 3 + X 2 + X + 1 
— (A 3 + A 2 + A + 1)((A - l)(Q fl A 3 + Q b X 2 + Q c X + Q d ) + 1) 

Deuxieme methode : A 4n — 1 = 0 [A 4 — 1] <=> A 4n = 1 [A 4 — 1] 

Done 

^4a + 3 _|_ x 4b+2 _|_ ^4c+l _|_ X 4d _ j^4a^3 _|_ X 2 _|_ X ^ C X _|_ x 4 d 

= 1 x A 3 + 1 x A 2 + 1 x A + 1 [A 4 - 1] = A 3 + A 2 + A + 1 [A 4 - 1] 

Done il existe Q tel que 

X 4a + 3 + X 4b + 2 + X 4C+1 + X 4d = (X 4 - 1)Q + A 3 + A 2 + A + 1 

= (A 3 + A 2 + A + 1)((A - 1 )Q + 1) 

Allez a : Exercice 22 
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Correction exercice 23. 

1. On rappelle que a + /? + y — 0, afl + ay + /?y — p et afly — —q 

(a + /? + y) 2 — a 2 + /? 2 + y 2 + 2 (a/? + ay + fly ) 

Done 

A — 0 2 — 2p = — 2p 

2. a 3 + pa + q — 0 entraine que a 3 = —pa — q, idem pour /? et y. 

B — —pa — q — p/3 — q — py — q — —p(a + ft + y) — 3q = —3 q 

3. 

C — a(3(a + /?) + ay(a + y) + ySy (/? + y) — aj3(—y) + ay(— /?) + /?y(— a) — —3a(3y — 3 q 

4. 

D — a 3 f! + a/3 3 + a 3 y + ay 3 + /? 3 y + /?y 3 = af>(a 2 + /? 2 ) + ay(a 2 + y 2 ) + fly(fl 2 + y 2 ) 

— a/?(— 2p — y 2 ) + ay(—2p — /? 2 ) + /?y(— 2p — a 2 ) 

— —2p(afl + ay + fly ) — afly 2 — afl 2 y — a 2 fly — —2 p 2 — afly(y + fl + a) 

— —2 p 2 — (g) x 0 = —2 p 2 

Allez a : Exercice 23 



Correction exercice 24. 

1. 0 x P(-l) = (0 - 2)P(0) <=> 0 = — 2P(0) <=> P(0) = 0 
1 x P(0) = (1 - 2)P (1) <=> P(0) = -P(l) <=> 0 = P(l) 

Done 0 et 1 sont des racines de P. 

2. Soit a 0 tel que P(a) - 0. aP(a — 1) = (a — 2)P(a) aP(a — 1) = 0 <=> P(a — 1) = 0 
a — 1 est une racine de P. 

Soit a 1 tel que P(a) = 0. 

(a + l)P(a + 1 — 1) = (a + 1 — 2 )P(a + 1) <=> (a + l)P(a) — (a — 1 )P(a + 1) <=> 0 
= (a — l)P(a + 1) 

Done P(a + 1) = 0, a + 1 est une racine de P. 

3. Supposons que P admette une racine a telle que !Re(a) < 1 differente de 0 alors a — 1 est racine, a — l 
est different de 0, done a — 2 est aussi racine, on en deduit aisement que pour tout k G N, a — k est 
racine de P, ce qui voudrait dire que P admettrait une infinite de solution or un polynome non nul admet 
un nombre fini de solutions. 

Supposons que P admette une racine a telle que “Re (a) > 1 differente de 1 alors a + 1 est racine, a + 1 
est different de 1, done a + 2 est aussi racine, on en deduit aisement que pour tout k G N, a + k est 
racine de P, ce qui voudrait dire que P admettrait une infinite de solution or un polynome non nul admet 
un nombre fini de solutions. 

0 et 1 sont les deux seules racines de P si P n’est pas le polynome nul. 

4. Si P n’est pas le polynome nul, comme 0 et 1 sont les seules racines de P il existe a =£ 0 tels que 
P — aX k (X — l) 1 , et si P — 0 alors P — 0 x X k (X — l) 1 (e’est-a-dire que a — 0). 

5. Si P verifie XP(X — 1) = (X — 2 )P(X) alors P est de la forme P — aX k {X — l) 1 , il faut etudier la 
reciproque, e’est-a-dire chercher parmi ces polynomes lesquels sont effectivement solution. 

On remplace P — aX k {X — 1) [ dans XP{X — 1) = (X — 2)P(X), on trouve que : 

Xa(X - l) k (X - 2) 1 = (X - 2 )aX k (X - l) 1 
Les puissances en X — 2 sont les memes done 1 = 1. 

Les puissances en X — 1 sont les memes done k = l = 1 
On verifie qu’alors les puissances en X sont les memes, finalement 

P = aX(X - 1) 

Allez a : Exercice 24 
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Correction exercice 25. 



1 - 2X + X 3 + X 4 

1 + X + X 2 

-3X -X 2 + X 3 + X 4 
-3X - 3X 2 - 3A 3 

2X 2 + 4X 3 + X 4 

2X 2 + 2X 3 + 2X 4 

2X 3 - X 4 



1 + X + X 2 
1 - 3X + 2X 2 



1 - 2X + X 3 + X 4 = (1 + X + X 2 )(l - 3X + X 2 ) +X 3 {2- X) 

Allez a : Exercice 25 



Correction exercice 26. 



X 3 — X 2 — X — 2 


X 3 -1 


X 3 - 1 


1 


—X 2 -X-l 





X 3 - X 2 - X - 2 = (X 3 - 1) x 1 + (-X 2 - X-l) 



X 3 - 1 


X 2 + X + 1 


X 3 + X 2 + X 


X-l 


-X 2 - X-l 




-X 2 - X-l 




0 





X 3 - 1 = (X 2 +X + 1)(X- 1) 

, , -X 2 -X-l 

PGCD(P, Q) = — = X 2 + X + 1 

2. X 2 + X + 1 est un diviseur de P (et de Q bien sur) done on peut mettre X 2 + X + 1 en facteur dans P. 



X 3 — X 2 — X — 2 


X 2 + X + 1 


X 3 +X 2 +A 


X — 2 


—2X 2 -2X-2 




—2X 2 -2X-2 




0 





Comme X 2 + X + 1 est irreductible dans Mpf], la factorisation de P est : 

P = (X-2)(X 2 +X + 1) 

Et il est evident d’apres la deuxieme division de l’algorithme d’Euclidienne 

Q = (X-1)(X 2 +X + 1) 



3. II est alors clair que 

PGCD(P,Q ) =X 2 +X+1 

2in _ 4in 

4. Les deux racines complexes de X 2 + X + 1 sont j — e~ et j — j 2 — e~ 
Done 



Allez a : Exercice 26 
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Correction exercice 27. 

X 5 +X 4 -6X 3 -X 2 -X +6 
X 5 + 2X 4 -X 2 -2X 

-X 4 -6X 3 +X +6 
-X 4 -2X 3 +X + 2 
-4X 3 + 4 

On peut « eliminer » le —4 dans —4X 3 + 4 



X 4 + 2X 3 


— X — 2 


X 3 -1 


X 4 


-X 


X + 2 


2X 3 


-2 




2X 3 


-2 




0 





X 4 + 2X 3 - X - 2 
X-l 



Done le PGCD de P et Q est 



D = 



- 4X 3 + 4 



-4 



= X 3 



Les racines communes de P et Q sont celles de X 3 — 1, e’est-a-dire 1 ,j et j 2 . 
Allez a : Exercice 27 



Correction exercice 28. 



X s + 2X 4 + 2X 3 - X 2 


-2X-2 


X 4 + 3X 3 + 3X 2 -2 


X s + 3X 4 + 3X 3 


-2X 


X-l 


-X 4 -X 3 -X 2 


-2 




-X 4 - 3X 3 - 3X 2 


+ 2 




2X 3 + 2X 2 


-4 





X 4 


+ 3X 3 


+ 


3X 2 -2 


2X 3 + 2X 2 -4 


X 4 


+ X 3 




- 2X 


-X+l 

2 




2X 3 


+ 


3X 2 +2X- 2 






2X 3 


+ 


2X 2 -4 




X 2 + 2X + 2 





2X 3 + 2X 2 -4 


X 2 + 2X + 2 


2X 3 + 4X 2 + 4X 


2X 


-2X 2 -4X -4 
-2X 2 -4X-4 




0 





Le P.G.C.D. est le dernier reste non nul unitaire done X 2 + 2X + 2 
A et B sont divisible par X 2 + 2X + 2 (qui n’a pas de racine reelle) 



X 5 + 2X 4 + 2X 3 - X 2 - 2X - 2 


X 2 + 2X + 2 


X 5 + 2X 4 + 2X 3 


X 3 -1 


-X 2 -2X-2 




-X 2 -2X-2 




0 





A = (X 2 + 2X + 2)(X 3 - 1) 

Comme X 3 — 1 — (X — 1)(X 2 + X + 1) et que X 2 + X + 1 n’a pas de racine reelle, la factorisation de A 
dans E[7f] est 
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X 4 + 3X 3 + 3X 2 -2 

X 4 + 2X 3 + 2X 2 

A 3 + X 2 - 2 
X 3 + 2X 2 + 2X 
-X 2 -2X-2 

-X 2 -2X-2 

0 



X 2 + 2X + 2 
X 2 +X-1 



Done 

B — {X 2 + 2X + 2)(X 2 + X-1) 
X 2 + X — 1 admet deux racines reelles 



Allez a : Exercice 28 



-1- V5 



et 



-1 + V5 



, 2 J 1 + V5 \f 1-V5> 

B = (X 2 + 2X + 2) [X + — - — X + — - — 






Correction exercice 29. 



P = X 2 - 2X + 1 



X 2 — 2X + 1 


X 2 + 1 


X 2 +1 


1 


-2X 





X 2 - 2X + 1 = 1 x {X 2 + 1) + (-2X) 



X 2 + 1 
X 2 



-2X 



X 2 + 1 = -2X x 






X) + l 



1 = (X 2 + 1) + (-2X) (-^) = (X 2 + 1) + ((X 2 - 2X + 1) - 1 x (X 2 + 1)) (-i* 
<=> 1 = (l + \x} (X 2 + 1) + (X - l) 2 



Allez a : Exercice 29 



Correction exercice 30. 

1 . 



2X 4 + X 3 - 2X - 1 
2X 4 — X 3 — 3X 2 + X +1 



2X 3 + 3X 2 - 3X - 2 
P = 1 x Q + 2X 3 + 3X 2 - 3X - 2 



2X 4 — X 3 — 3X 2 + X + 1 
1 



2X 4 — X 3 - 3X 2 +X+1 


2X 3 + 3X 2 - 3X - 2 


2X 4 + 3X 3 - 3X 2 - 2X 


X — 2 


-4X 3 + 3X + 1 




-4X 3 - 6X 2 + 6X + 4 




6X 2 -3X-3 





Q — (X — 2)(2X 3 + 3X 2 - 3X - 2) + 6X 2 - 3X - 3 
2X 3 + 3X 2 - 3X - 2 6X 2 - 3X - 3 



exosup. com 



20 



page facebook 



Polynomes et fractions rationnelles 



Pascal Laine 



2X 3 



X 2 



X 



4X 2 -2X-2 
4X 2 -2X-0 



±x + 2 - 

3 3 



0 

6X 2 -3X-3 = Q-(X- 2)(2X 3 + 3X 2 - 3X - 2) = Q - (X - 2 )(P - Q) 

= ~(X - 2 )P + (X- 1 )Q 

X 2 -^X-^ = -^(X-2)P + ^(X-l)Q 

o 1 1 

2. Les racines communes de P et 0 sont celles de leur PGCD, c’est-a-dire celles de X — X — soit 

x ’ 2 2 

Z 1 = letZ 2 = -i 
Allez a : Exercice 30 



Correction exercice 3 1 . 

1 . P' = SX 4 + 4X 3 + 6X 2 + 4X + 1 



X 5 + X 4 + 2X 3 +2X 2 +X + 1 
+ Ijf* + |jf3 + ^ + f 

ix*+-x 3 +-X 2 +-X + 1 
1 X * + ± X i + ± X 2 + 5 ± X + ± 

5 25 25 25 25 



-X 3 +-X 2 +-X + - 



25 



25 



16 

25' 



24 

25 



5A 4 + 4X 3 + 6X 2 + 4X + 1 



1 -x + ± 

5 25 



Pour eviter les fractions on remarque que ~X 3 + ~^X 2 + ^X + ^ (2X 3 + 3X 2 + 2X + 3) 



25 



SX 4 + 4X 3 +6X 2 +4X+1 


2X 3 + 3X 2 + 2X + 3 


SX 4 +—X 3 + SX 2 +—X 
2 2 


5 -x- 7 - 

2 4 


- 7 -x 3 +x 2 - 7 -x + i 

_i*3_5!*2_Z*_21 

2 4 2 4 




— X 2 

4 4 





25 25 25 

Pour eviter les fractions on remarque que — X 2 H — = — ( X 2 + 1) 

4 4 4 



2X 3 


+ 3A 2 


+ 2X 


+ 


3 


A 2 + 1 


2X 3 




+ 2X 






2A + 3 




3A 2 




+ 


3 






3A 2 




+ 


3 




0 





Le PGCD de P et P' est X 2 + 1. 

2. Les racines communes a P et P' sont i et - i, les racines multiples de P sont i et - i. Ce sont au moins 
des racines doubles. Ce ne sont pas des racines triples car sinon P auraient 6 racines en comptant leurs 
multiplicites. 

3. P est divisible par (X - i) 2 (X + i) 2 = [(.X - Q(X + i )] 2 = [X 2 + l] 2 . 

4. il reste a diviser P par ( X 2 + l) 2 = X 4 + 2X 2 + 1 et on trouve, apres calculs, X + 1, done 

P = (X 2 + 1) 2 (X+ 1) 

Allez a : Exercice 3 1 
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Correction exercice 32. 

1. Oui ! Par exemple P — X 3 + 1 

2. Si P — aX 3 + bX 2 + cX + d, avec a =£ 0, pour qu’il soit de degre exactement 3. 

P{X + 1) - P{X ) = a(X + l) 3 + b(X + l) 2 + c{X + 1) + d - aX 3 - bX 2 -cX-d 

= a(X 3 + 3X 2 + 3X+1) + b{X 2 + 2X + 1) + c{X + 1) + d - aX 3 -bX 2 -cX-d 
— 3 clX 2 + (3a + 2 b^X + a + b + c 



3. 



Le degre de ce polynome est 2 puisque a ^ 0 



( P(X + 1) - P(X ) = X 2 - 1 f(3a + b)X 2 + (3a + 2b + c)X + a + b + c = X 2 - 1 






P( 0) = 1 



3a = 1 



) 3a + 2d = 0 
^3la + fo + c = — 1 
d = 1 



P(0) = 1 



a 3 

** <2b = -3a = -1 <=> { 
c — — 1 — a — 

^ d = 1 



a ~ 3 

1 

b = ~2 
1 1 

c = -1-- + - 
3 2 

d = 1 



5 

6 



1,1,5 
P = -X 3 --X 2 --X + 1 
3 2 6 



Allez a : Exercice 32 



Correction exercice 33. 

1. (X — 1 ) n n’a qu’une racine X — 1, or 1 est racine simple de X n — 1 done 

PGCD((X n - 1), (X - l) n ) = X - 1 

2. D’apres le theoreme de Bezout il existe (U , V) tels que : 

(. X 3 - 1)1/ + (X - 1) 3 V = X - 1 



Cette equation equivaut a : 

(X 2 + X + 1)1/ + {X 2 - 2X + 1) = 1 
Car X 3 - 1 = (X - 1)(X 2 + X + 1) et (X - l) 3 = (X - 1)(X 2 - 2X + 1) 



Done 



Done 



On en tire que : 



X 2 -2X + 1 


X 2 +X +1 


X 2 + X +1 


1 




-3X 






2X + 1 = 1 x (X 


2 +X + 1) + (-3/Q 


X 2 + X + 1 




-3X 


X 2 




1 1 
~3 X ~ 3 


X +1 
X 




1 





X 2 + X + 1 = (-3/Q 
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1 = (X 2 +X + 1) - (-3X) 

= X 2 + X + 1 - ((X 2 -2X+1) -lx(X 2 +X+1)) [~^X - ^ 

= -(-5 x -5) (x2 - 2X + 1) + ( 1 + (-I x -5)) (x2 + J( + 1) 

= {^x + i) (X 2 - 2X + 1) + (- ^X + |) (X 2 +X + 1) 



Done 



Et 



1 2 
U = --X+- 
3 3 



1 1 
V = -X + - 
3 3 



Allez a : Exercice 33 



Correction exercice 34. 

1. 



X 4 - 3X 3 + 3X 2 - 3X + 2 
X 4 + 3X 3 + 3X 2 + 3X + 2 



-6X 3 



— 6X 



X 4 + 3X 3 + 3X 2 + 3X + 2 



X 4 - 3X 3 + 2X 2 - 3X + 2 = (X 4 + 3X 3 + 2X 2 + 3X + 2 ) x 1 + (-6X 3 - 6) 



X 4 + 3X 3 + 3X 2 + 3X + 2 
X 4 + X 2 



3X 3 + 2X 2 + 3X + 2 
3X 3 + 3X 



2X' 



+ 2 



-6X 3 - 6X 



'-X- 1 - 
6 2 



X 4 + 3X 3 + 3X 2 + 3A + 2 = (-6X 3 - 6X) ^X - ^ + 2X 2 + 2 



-6X 3 - 6X 
-6X 3 - 6X 



0 



2X 2 +2 



■±X 

3 



-6X 3 -6X = (2X 2 + 2) 



Done 



2X 2 + 2 

PGCD(X 4 - 3X 3 + 3X 2 - 3A + 2,X 4 + 3A 3 + 3X 2 + 3X + 2) = — X 2 + 1 



On trouve une identite de Bezout de la fagon suivante : 
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2 . 



2Z 2 + 2 = Z 4 + 3X 3 + 3X 2 + 3X + 2 + ( -6X 3 - 6Z) (- ^ X - 



= X 4 + 3Z 3 + 3X 2 + 3Z + 2 



- (X 4 - 3X 3 +2X 2 - 3X + 2- (X 4 + 3X 3 + 2X 2 + 3Z + 2 ) x 1) I 
= (X 4 + 3X 3 + 3X 2 + 3Z + 2) ^1 - (-^X - 

+ (X 4 - 3Z 3 + 2X 2 -3X + 2) Qx + ^ 

= (X 4 + 3Z 3 + 3X 2 + 3X + 2) Qx + 

+ (X 4 - 3Z 3 + 2X 2 -3X + 2) Qz + ^ 



Puis il reste a diviser par 2 

/I 3\ 

Z 2 + 1 = (Z 4 + 3Z 3 + 3Z 2 + 3Z + 2) ( — Z + -J + (Z 4 - 3Z 3 + 2Z 2 - 3Z + 2) 

En divisant P par Z 2 + 1, on trouve : 

P = X 4 - 3Z 3 + 3Z 2 - 3Z + 2 = (Z 2 - 3Z + 2)(Z 2 + 1) 

II reste a factoriser Z 2 — 3Z + 2, ce polynome a deux racines reelles 1 et 2 done 

P = (Z- 1)(Z-2)(Z 2 + 1) 



En divisant Q parZ 2 + 1, on trouve : 

Q = X 4 + 3Z 3 + 3Z 2 + 3Z + 2 = (Z 2 + 3Z + 2)(Z 2 + 1) 

II reste a factoriser Z 2 + 3Z + 2, ce polynome a deux racines reelles — 1 et — 2 done 

Q = (Z+ 1)(Z + 2)(Z 2 + 1) 

Allez a : Exercice 34 





Correction exercice 35. 



1 . 



2 . 



Je vais juste ecrire les resultats des divisions successives de l’algorithme d’Euclide 

Z 2 + 2Z + 1 = 1 x (Z 2 - 2Z + 1) + 4Z 



Z^ 



2Z + 1 = | -Z 



D 



x 4Z+ 1 



On en deduit une identite de Bezout 

1 = (X - l) 2 - (±X - j) x 4X = (X - l) 2 - (^X - j) ((A- + l) 2 -lx(J- l) 2 ) 

= (- 1 -x + l)(x + iy + (lx + 1 -)a-iy 

On note 

11 11 
A °--4 X + 2 et S °-4 X + 2 

On a 



f (Z + l) 2 A + (Z - 1) 2 S = 1 
l(Z + l) 2 i4 0 + (Z - 1) 2 S 0 = 1 
En faisant la soustraction de ces deux equations 

(Z + 1) 2 C4 - A 0 ) + (Z - 1) 2 (S - B 0 ) = 0 (Z + 1 )\A - A 0 ) = -(Z - 1) 2 (S - B 0 ) 

(Z + l) 2 divise — (Z — 1) 2 (S — B 0 ) comme (Z + l) 2 et (Z — l) 2 sont premiers entre eux (ils n’ont 
aucune racine en commun), d’apres le theoreme de Gauss (Z + l) 2 divise — (£> — B (] ), il existe U £ 
R[Z] tel que 

— {B - Bo) = U(X + l) 2 <=> B = B 0 - U(X + l) 2 
On remplace dans (Z + 1 ) 2 (A — A 0 ) = — (Z — 1) 2 (S — B 0 ) 

(Z + 1) 2 C4 - A 0 ) = (Z - 1 ) 2 t/(Z + l) 2 <=> A - A 0 = (Z - 1) 2 U <=> A = A 0 + U(X - l) 2 
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L’ensemble des couples ( A — A 0 + U(X — 1 ) 2 ,B 0 — U(X + l) 2 ) avec U E R|X] quelconque sont les 
solutions de ( E ) . 

3. On cherche les polynomes P qui sont de la forme 

(P -1 = (X + 1) 2 Q 1 
Ip + i = (X-l ) 2 Q 2 

Oil Q 1 et Q 2 sont deux polynomes. 

En faisant la soustraction de ces deux egalites 

2 = (X- 1 Yq 2 - {x + 1 ) 2 Q 1 ^ (-i(2i) (x + 1) 2 + d<2 2 ) (x - l) 2 = l 

D’apres la deuxieme question, il existe U E E[X] tel que 

1 



--Q^Ao + ucx-iy 



-Q 2 = B 0 -U(X+ l) 2 



Qi = ~2A 0 - 2U{X - l) 2 
2U(X + l) 2 



(Qi — — 2A 0 - 
l Q 2 = 2 S 0 - 



Ce qui entraine que 

P - 1 = (X + 1) 2 (— 2A 0 - 2 U(X - l) 2 ) <=> P = 1 - 2A 0 (X + l) 2 - 2 U(X + 1) 2 (X - l) 2 

1 - 2A 0 (X + 1) = 1 - 2 (-^X + (X + 1) = 1 + (^X - l) (X 2 + 2X + 1) 

11 13 

= 1 + -X 3 + X 2 + -X - X 2 - 2X - 1 = -X 3 - -X 

2 2 2 2 

On pose aussi V — —2U. Par consequent 

1 3 

P = -X 3 --X + V(X 2 - l) 2 , V E E[X] 

II faut faire une reciproque 

1 o 3 

-X — X — 1 admet —1 comme racine double (c’est facile a verifier) et 2 comme racine simple. 



P - 1 = -X 3 
2 



- 1 + V(X 2 - l) 2 = + 1) 2 (X - 2) + E(X + 1) 2 (X - l) 2 



= (X + l ) 2 



(X - 2) + V(X - l) 2 



1 3 

-X 3 — -X + 1 admet 1 comme racine double (c’est facile a verifier) et —2 comme racine simple. 



P + 1 = -X 3 



- + l + p(x 2 - I) 2 = - i) 2 (x + 2) + p(x + l) 2 (x - l) 2 

ri 

= (X- l) 2 - (X + 2) + E(X + l) 2 



La reciproque est verifiee 
Allez a : Exercice 35 



Correction exercice 36. 



X 6 -X 4 -X 2 +1 

X 6 + 2X 5 - 2X 3 - X 2 

-2X 5 — X 4 + 2X 3 +1 

-2X S - 4X 4 + 4X 2 + 2X 

3X 4 + 2X 3 -4X 2 -2X+1 

3X 4 + 6X 3 -6X-3 

—4X 3 -4X 2 +4X + 4 

PGCD(P,Q ) = PGCD{JQ,-4X 3 -4X 2 + 4X + 4) = PGCD(Q,X 3 + X 2 - X - 1) 

X 4 + 2X 3 - 2X - 1 \ X 3 + X 2 - X - 1 
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X 4 + X 3 - X 2 - X 


X+l 


x 3 +x 2 -X -1 




x 3 +x 2 -x -1 




0 





Done PGCD(P, Q) = X 2 + X 2 - X - 1 = X 2 (X + 1) - (X + 1) = (X 2 - 1)(X + 1) = (X - 1)(X + l) 2 
Les racines complexes communes a P et Q sont 1 de multiplicite 1 et — 1 de multiplicite 2. 

Allez a : Exercice 36 



Correction exercice 37. 

On pose d°P — n. 

P' divise P si et seulement si il existe un polynome Q tel que : 

P = QP' 

d°P — net d°P' — n — 1 => d°Q — 1 
Done Q admet une racine complexe a. 

On pose Q — aX + b et P — a n X n + — I- a ± X + a 0 (avec a n =£ 0) alors P' — + — I- % 

En identifiant les coefficients dominant on trouve que : 

1 

a n = na <=> a n = — 



n 



Premiere methode : 

La formule de Taylor pour le polynome P en a donne 



P — ^ a k (X — a) k — a 0 + a ± (X — a) + a 2 (X — a) 2 + — 1- a n (X — a) n 

k = 0 



Done 



71-1 



P' — ^ a k k (X — a ) /c_1 = ^ a^/cCX — a ) fe_1 = ^ a^/cCX — a ) fc_1 = ^(/c + 1 )a k+1 (X — 

k=0 k= 1 k= 1 k=0 

— a x + 2a 2 (X — a) + — I- na n {X — a) n_1 
En changeant k en k + 1. 

Comme Q est un polynome de degre 1 dont a est une racine done Q — 1 (X — a) 

On remplace ces deux expressions dans P — QP' . 

a 0 + a t {X — a) + a 2 (X — a) 2 + — h a n (X — a) n 

— a(X — a)[a 1 + 2 a 2 (X — a) + — h na n (X — a) n_1 ] 

<=> a 0 + a^X — a) + a 2 (X — a) 2 + — I- a k (X — a) k + — I- a n (X — a) n 

12 k 

— —a^X — a ) + — a 2 (X — a) 2 + — h —a k (X — a) k ... + a n (X — a) n 

n n n 

r a 0 — 0 

2 ( a 0 - 0 

cl ^ — Uq 



<=> 



n 



k + 1 



<=> 



a k — 



n 



a k 



a x = 0 
a k — 0 



Done 



Deuxieme methode : 



P — a n (X — a) n 



En derivant P — QP'. et on rappelle que Q' — - 
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P' = Q'p' + QP" <=> p' = -p' + QP" <=> (l ~-)p' = QP" <=> P' = — — — QP" 

n \ n/ n — 1 



Done 



n 



En derivant (l P' — QP" 



p = QP' = —Qlp" 
n — 1 



l--)p" = Q'P" + QP'" = -P" + QP'" <=> (l -~)p" = QP'" <=> P" = — — — QP'" 
nJ n V nJ n — 2 



Done 



n , „ rr 

P = Q 2 P = 

n— l v (n — l)(n — 2) 



3 n'" 



Q 6 P 



Pour tout k G {0,1, ■■■,7i — 1}. On montre par recurrence que 

^1 — — j p( fc ) = Qpik+i) 

Et que 



P = 



n 



. Q k+1 p (/c+l) 



(n — l)(n — 2) ... (n — k ) 

On derive (l — P^ — QP^ k+1 ^> 

^ p(k+ 1) _ Q'p(k+ 1) _|_ Qp(k+2) _ ^ p(/c+l) _|_ Qp{k+2 ) ^ ^ ^ p{k+l) _ Qp{k+2) 



p(k+ 1) _ 



n 



n — k — 1 



Qp{k+2) 



P = 



n 



. ^ /C + l^) (/c+l) _ 



n 



) /c+ 1 



n 



(n — l)(n — 2) ... (n — k) (n — 1 )(n — 2) ... (n — k) n — k — 1 

/c+ 1 

Qk+2 p{k+ 2) 



Qp(k+ 2) 



n" 



(n — l)(n — 2) ... (n — /c)(n — (/c + 1)) 



Cette relation etant vraie au rang 0, elle est vraie pour tout k < n — 1. 

On 1’ applique au rang n — 1 : 

7pi—l 

p — Qnp(n) 

(n — l)(n — 2) ... (n — (n — 1)) 

p(n) — n x (n — 1) x ... x 2 x 1 x a n (ce qui est important e’est que e’est une constante). 

Peu importe la constante, il est clair que P — KQ n , comme Q est un polynome de degre 1, on peut ecrire 
ce polynome sous la forme : 

P = MX~ a) n 

Allez a : Exercice 37 



Correction exercice 38. 

1. 



Comme 



On a 



P(X) 

X 2 



P(X) 2X 4 + 3X 3 - X 2 + 3X + 2 , 3 2 

ir = T 2 = 2 x 2 + 3x — i + — + 



Y 2 =X 2 + 2+^^ X 2 +^=Y 2 -2 
= 2 [x 2 + + 3 (x + - 1 = 2(E 2 - 2) + 3Y - 1 = 2E 2 + 3E - 5 
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Les racines de Q sont 1 et — 
v 2 

Done les racines de P verifient 



4 , 1 i 


( X 2 + 1=X l 


\X + -=1 




) x J 


1 ou <=> J 


1 5*4 


Ip 5 J 


Z + - = - 


[X 2 + l = -X 


v X 2 ' 


< 2 ' 



Les racines de X 2 — X + 1 = 0 sont 



1 ,V 3 

2 _ 1 ~2 



— et — y 2 = -+i- 



X 2 - X + 1 = 0 
ou 

9 5 

--X + 1 = 0 
2 

1 V 3 



2 2 



Et celles de X 2 — X + 1 = 0 sont 
2 



- et 2 
2 



On en deduit la factorisation de P dans E[X] 

PQO = 2 (x - ^ (X - 2)(X 2 - X + 1) 

Et dans C[X] 

POO = 2 (x - (X - 2 )(X + j)(X+j 2 ) 



Allez a : Exercice 38 



Correction exercice 39. 

1. Comme sin(n0) =£ 0, d°P — n. 



p = Z G) sin(M) xl = X G ) sinm xk = X G) 



gi/c0 g-i/c0 



fc=l 



k=0 



k=0 



4X G) 41 G) 41 0 c 8 *)* 41 G) 

k=0 



4 

k=0 



2 i 

n 

4 

k=0 



-X 1 ' 



K k i v 

Z — i 

k = 0 






Les racines z G C de P verifient 



— (l + e t0 z) n — — (l + e t0 z) n = 0 <=> (l + e ie z) n — (l + e t0 z) n <=> ^ 



1 + e t0 z 



+ e t0 z 



= 1 



*| i_ g 10 ^ 2i/c7i 2i/c7r 

<=> 3/c E {0,1, ...,n — 1}, = e n <=> 3/r E {0,1, ...,n — 1}, 1 + e t6l z = e n (l + e~ lB z) 

1 + e~ w z v ' 

2ifc7T . 2ikn 

«3fce{O,l,...,n-l},e 10 z-e n e~ t0 z = e n —1 

2l/C7T \ 2 i/C7T 



( 2 1/C7T . \ 

e lG — e n e~ ld J — 



e n — 1 



2ikn 

II faut quand meme verifier que e l ° — e « e~ L ° ^ 0 



2ikn 

e l ° — e n e~ l ° — 0 <=> e 2W — e n <=> 3j E Z,29 = 1- 2ln <=>3/ E TL, 9 — \- In <^> 3j 

n n 

E7L,n9 — kn + nln <=> sin(n0) = 0 
Ce qui n’est pas possible d’apres l’enonce. 



2ikn 



2kn 



kn 



P(z) = 0 <=> 3k E {0,1, 1 },z = 



2ikn 

e n — 1 

2ife7t 
jid i0 



e LU — e n e~ 

2ikn 

g 72. | 

Les n racines de P sont les complexes z k — avec k E {0,1, ... , n — 1} 



2 . 
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2ikn 

e n — 1 



_ 2ikn 
e n 



2 ikn / _ 2ikn \ 
n I e n — 1 j 



Z k = 



2ikn 

e i9 — e n e 



2ikn 



w e w _ e n gin e n | e 






2ikn 



2ikn 

e n — 1 

2ifc7r 

e i9 _ e n e~ 

Done ces complexes sont des reels. 
Allez a : Exercice 39 



= z k 



i9 



—i9 



_ 2ikn 

e n e 



w 



2ikn 

1 — e n 
2ikn 

e n e~ ie — e w 



Correction exercice 40. 



F00 = 



6X 3 + 3X 2 -5 



a b cX + d 

+ — — - + ■ 



(X- 1)(X + 1)(X 2 + 1) X-l X+l X 2 + l 
Je multiplie par X — 1 puis X — 1 



a - 



6X 3 + 3X 2 -5 



(X + 1)(X 2 + 1) 



x=i 



b = 



Je multiplie par X + l puis X — —1 

6X 3 + 3X 2 - 5 
(X- 1)(X 2 + 1) 
Je multiplie par X, puis X tend vers l’infini. 

6 — a + b + c, done c = 6 — 1 — 2 = 3 
X = 0 

5 = — 5 + b + d done d = 5 + l — 2=4 
Done 

6X 3 + 3X 2 - 5 



J x=— 1 



6 + 3-5 
2x2 

-6+3-5 

-2x2 



= 1 



= 2 



FO 0 = 



1 2 3X + 4 

+ - r + 



(X- 1)(X + 1)(X 2 + 1) X-l X+l X 2 + l 



Allez a : Exercice 40 



Correction exercice 41. 

Le degre du numerateur est superieur au degre du denominateur, il faut diviser X 4 — X + 2 par 
(X — T)(X 2 — 1) — X 3 — X 2 — X + 1 



A 4 






- A + 2 


A 3 - A 2 - A + 1 


A 4 


-A 3 


-A 2 


+ A 


A + 1 




A 3 


+ A 2 


- 2A + 2 






A 3 


-A 2 


- A+ 1 








2A 2 


- A + 1 





On pose 



GO. 0 

Je multiplie par ( X 



X 4 -X +2 2X 2 —X+l 

F W “ (X — 1)(X 2 — 1) ~ X+1 + (AT - 1)(AT 2 - 1) 

2X 2 —X+l _ 2X 2 —X + l _ a _ b _ c 

(A - 1)(A 2 - 1) ” (A - 1) 2 (A + 1) “ (A - l) 2 + A - 1 + A + 1 
l) 2 puis A = 1 

2A 2 - X+l 




Je multiplie par A + 1 puis A 



-1 



c = 



2A 2 - A + 1 

(X - 1) 2 




4 

4 



1 
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Je multiplie par X puis X tend vers l’infini. 
2 — b + c done b — 1. 

Done 



, , 111 
F(X) = X + 1 + — 7777 + r + 



(X - l) 2 X-l X + 1 



Allez a : Exercice 41 



Correction exercice 42. 

1. 



F(X) = 



6X 3 + 3X 2 -5 



a b cX + d 

+ 7; — T + 



(X- 1)(X + 1)(X 2 + 1) X-l X+l X 2 + l 
Je multiplie par X — 1 puis X — 1 



a 



6X 3 + 3X 2 -5 



(X + 1)(X 2 + 1) 



x=i 



6 + 3-5 
2x2 



= 1 



b = 



Je multiplie par X + l puis X — —1 

' 6X 3 + 3X 2 - 5 
(X — 1) (X 2 + 1) 
Je multiplie par X, puis X tend vers l’infini. 

6 — a + b + c, done c = 6 — 1 — 2 = 3 
X — 0 

5 = — 5 + b + d done d = 5 + 1 — 2=4 
Done 



-6+3-5 



x=—i 



-2x2 



= 2 



FO 0 = 



6X 3 + 3X 2 - 5 



1 2 3X + 4 

+ - r + 



(X- 1)(X + 1)(A 2 + 1) X-l X+l X 2 + 1 
2. II reste a decomposer dans C[A] 



3X + 4 3X + 4 



CL CL 

+ 



X 2 + 1 (X-i)(X + i) X-i X + i 

Je multiplie par X — i, puis X — i. 

\3X + 4 



a — 



_ 3i + 4 _ (3i + 4)(-i) _ 3 
.X + i x=i 2 i 22 



Done 



Allez a : Exercice 42 



F(A) = 



6X 3 + 3X 2 - 5 



3 3 

1 2 f-2 i f + 2 i 

+ 77 7 + r + 



(X - 1)(X + 1)(X 2 + 1) X-l X + l X-i X + i 



Correction exercice 43. 



aX + b c d 

+ 77 7 f 7777 7777 (*) 



( a 2 + x + i)(x — 1) 2 x 2 + x + 1 x-i (x-i y 

On multiplie par (X — l) 2 , puis X — 1 

3 



d = 



IX 2 + X + l 



= 1 



x=i 



Premiere methode 

On multiplie par X 2 + X + 1, puis X — j 
aj + b — 

Done b — 1 et a — 1 



7 = ~j 2 = 1+j 



L(X-1)2J x=/ 0 - l) 2 i 2 - 2; + 1 -3; j 
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On prend A — 0 dans (*) 

3 — b — c + d => c = — 3 + b + d — — 3 + 1 + 1 = — 1 

Et done 



X + 1 



1 1 
+ 



(a 2 + a + i)(a- i ) 2 x 2 + x + i x-i ( x-i y 

Deuxieme methode 

X = 0 dans (*) 

3 — b — c + d<^b — c — 3— d — 2<^b — 2 + c 
On multiplie par X, puis X -> +oo 

0 = a + c<=>a = — c 

X — — 1 dans (*) 

3 c d 3 c 1 3 1 3 33 

-=— a + b— - + — <=>- = c + (2 + c)— - + — 2 = -c<=>— - = -c<=>c = 

4 244 2444 2 22 



Et done 



X + 1 



1 1 
+ ■ 



(X 2 + X + 1)(X - l) 2 X 2 +X + l X-l (A-l) 2 

X+l 

Pour la decomposition dans C(A), il suffit de decomposer x2+x+1 > comme 

X 2 +X + 1 = (X - j)(X - ; 2 ) 

II existe A G C tel que 



X + 1 



X + l 



A A 
+ ■ 



x 2 +x + i ( x-jXx-j 2 ) x-j x-j 2 

On multiplie par X — j, puis X — j 

1 , .V3 

j + 1 



A = 



X + l 



x-j 2 J 



1 ^ . V3 1 

2 + i^-+ 1 



x=j 



J ~J‘ 



1 V3_/_1_.V3\ iV3 

2 + l 2 l 2 1 2 ) 



2 + 1 2 _ 1 _ .V3 
2 1 6 



1 ,V3 1 , ,V3 

x + 1 = 2 1 6 . 2 + 1 6 
X 2 + X + 1 X-j X-j 2 

1 ,V3 1 , ,V3 

3 ? 1 £ ? + 1 a 1 



+ 



(X 2 +X + 1)(X- l) 2 X-j X-j 2 X-l (X-l) 2 



Allez a : Exercice 43 



Correction exercice 44. 



F = 



Allez a : Exercice 44 



A 2 + 1 - 1 



A 2 + 1 



(A 2 + l) 2010 (A 2 + l) 2010 (A 2 + l) 2010 (A 2 + l) 2009 (A 2 + l) 2010 



Correction exercice 45. 

II faut d’abord diviser le numerateur par le denominateur. 

A 4 (A - l) 3 = A 4 (A 3 - 3A 2 + 3A — 1) — X 7 — 3A 6 + 3A 5 - A 4 



A 8 


+ A+ 1 


A 7 - 3A 6 + 3A 5 - A 4 


A 8 - 3A 7 + 3A 6 - A 5 




A + 3 


3A 7 - 3A 6 + A 5 


+ A + 1 




3A 7 - 9A 6 + 9A 5 - 3A 4 






6A 6 - 8A 5 + 3A 4 


+ A + 1 
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X 8 +X+1 (X 7 - 3X 6 + 3X 5 - X 4 )(X + 3) + 6X 6 - 8X 5 + 3X 4 + X + 1 



X 4 (X- l) 3 



= X + 3 + 



X 4 (X - l) 3 
6X 6 -8X 5 + 3X 4 +X+1 



On pose alors 



G(X ) = 



X 4 (X - l) 3 

6X 6 - 8X 5 + 3X 4 + X + 1 



X 4 (X - l) 3 

0 est un pole d’ordre 4 du denominateur on effectue alors la division suivant les puissances croissantes 
de 



1 + X + 3X 4 - 8X 5 + 6X 6 par (X - l) 3 = -1 + 3X - 3X 2 + X 3 a l’ordre 4-1 = 3 
(Le 4 est le 4 de X 4 ) 



1 +X 






+ 3X 4 


- 8X 5 + 6X 6 


1-3X + 


3X 2 


-X 3 






4X — 


3X 2 


+ X 3 


+ 3X 4 


- 8X 5 + 6X 6 


4X — 


12X 2 


+ 12X 3 


— 4X 4 






9X 2 


- 11X 3 


+ 7X 4 


- 8X 5 + 6X 6 




9X 2 - 


- 27X 3 + 27X 4 


— 9X 5 






16X 3 - 


- 2 OX 4 


+ X 5 + 6X 6 






16X 3 - 


-48X 4 


+ 48X 5 - 16X 6 








28X 4 


- 47X 5 + 22X 6 



-1 + 3X-3X 2 + X 3 
-1-4X-9X 2 -16X 3 



On en tire 

1 + X + 3X 4 -8X 5 + 6X 6 

= (-1 + 3X - 3X 2 + X 3 )(-l -4X- 9X 2 - 16X 3 ) + 28X 4 - 47X 5 + 22X 6 
6X 6 - 8X 5 + 3X 4 + X + 1 



(x-i ) 3 

(-1 + 3X - 3X 2 + X 3 )(-l -4X- 9X 2 - 16X 3 ) + 28X 4 - 47X 5 + 22X 6 

(X - l ) 3 

6X 6 -8X 5 + 3X 4 + X + 1 _ _ 28X 4 - 47X 5 + 22X 6 

<=> — — = -1 - 4X - 9X 2 - 16X 3 + — 



(X-l) 3 (X-l) 3 

6X 6 -8X 5 + 3X 4 +X + 1 -1-4X-9X 2 -16X 3 X 4 (28 - 47X + 22X 2 ) 



X 4 (X - l) 3 

1 4 



X 4 



+ 



X 4 (X - l) 3 



9 16 ( 28 - 47X + 22X 2 

^ G ” ~X 4 ~X 3 ~X 2 ~Y + (X - l) 3 



On pose alors 



H = 



28 - 47X + 22X 2 



a 



+ ■ 



+ 



On multiplie par (X — l) 3 , puis X = 1. 
On multiplie par X, puis X -> +oo 
X = 0, 

Done 



(X-l) 3 X-l (X-l ) 2 (X-l) 3 

c = [28 - 47X + 22X 2 ] x=1 = 3 
22 = a 

28 = — a + b — c <=> —28 = —22 + b — 3 <=> b — —33 



28 - 47X + 22X 2 22 

H = — — — = - — - + 



53 



& - l ) 3 



+ 



X-l (X-l) 2 (X - l) 3 



Et alors 
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F — X + 3 



16 22 

+ 



+ 



X 4 X 3 X 2 X X-l ( X-l y (X-l) 



Allez a : Exercice 45 



Correction exercice 46. 

Le degre du numerateur est strictement inferieur a celui du denominateur, pas de division. 

La forme de la decomposition est : 

X 4 + 1 a b cX + d eX + f 

+ 



a b 

= ~ + T 7 T + 



x 2 (x 2 + x + i y x x 2 x 2 + x + i ( x 2 + x + iy 



On multiplie par X 2 , puis X — 0. 



b = 



X 4 + 1 



(x 2 +x + 1 y 



= i 



x=o 



On multiplie par {X 2 + X + l) 2 , puis X = j. 



ej + f 



X 4 + 1 



X 2 



j 4 + 1 y + 1 



x=j 



J 



;2 



J 



;2 



J 



; 2 



= -1 



Done e — 0 et / = —1. 

Ensuite ce n’est pas simple, il manque encore 3 coefficients. 

On pourrait multiplier par X puis faire tendre X vers l’infini, mais ensuite il faudra prendre deux valeurs 
et bonjour les fractions penibles, alors on va inaugurer une nouvelle technique qui sert dans des cas un 
peu compliques. 

X 4 + l a 1 cX + d -1 



a 1 

= - + 77^ + 



+ ' 



X 2 (X 2 +X + 1) 2 X X 2 X 2 +X + l (X 2 +X + l ) 2 

X 4 + 1 1 1 



1 

7TT + 



a 

= - + ■ 



cX + d 



J’appelle 



x 2 (x 2 + x + i y x 2 (x 2 +x + i ) 2 x x 2 + x + i 

X 4 + l 1 1 



G = 



1 

-77T + 



X 2 (X 2 + X + 1) 2 X 2 (X 2 +X + l ) 2 
C’est une fraction rationnelle, d’apres l’unicite de sa decomposition en element simple, qui est, d’apres 

cl cX "}■ d 

la ligne ci-dessus, - + — , on doit pouvoir, en reduisant au meme denominateur, trouver que le 

X X ~\~X 1 

denominateur de G estX(X 2 + X + 1). On y va. 

X 4 + 1 1 1 



G = 



+ 



X 4 + 1-(X 2 +X + 1 ) 2 + X 2 



x 2 (x 2 + x + i y x 2 (x 2 + x + iy x 2 (x 2 + x + iy 

X 4 + X 2 + 1 - (X 4 + X 2 + 1 + 2X 3 + 2X 2 + 2X) -2X 3 - 2X 2 - 2X) 



x 2 (x 2 +x + i y 



x 2 (x 2 +x + i y 



-2 



X(X 2 + X + 1) 



On a done 



-2 



a 

= - + 



cX + d 



X(X 2 + X + 1) X X 2 +X + 1 



On multiplie par X, puis X — 0 



a - 



X 2 + X + l\x=o 



= -2 



On multiplie par X 2 + X + 1, puis X — j. 



cj + d — 



-X 2 \ x =j j 



= “7T = ~ 2 J 



Done c — —2 et d — 0 
Finalement 
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X 4 + 1 



-2 1 
= — + T7T + 



-2X 



+ 



x 2 (x 2 + x + i) 2 x x 2 x 2 + x + i ( x 2 + x + i y 



Allez a : Exercice 46 



Correction exercice 47. 

Ensuite je diviserai par 16 
16X S 



F = 



16X 5 



C x 4 -i y (x-iy(x + iy(x-iy(x + Q 2 



a 



+ 



+ ■ 



+ ■ 



+ 



+ 



/ 



+ 



■ + 



f 



x-i ( x-iy x + i (x + iy x-i ( x-q 2 x + i ( x + o 2 

Avec a, b, c et d reels et e et / complexes. 

II est facile de trouver b, d et /. 

Je multiplie par ( X — l) 2 , puis X — 1 



b — 

[( 

Je multiplie par ( X + l) 2 , puis X = — 1 
d = 

[ 0 

Je multiplie par ( X — i) 2 , puis X — i 

f = 



16X 5 




16X S 


(x + iy(x-o 2 (x + o 2 


X=1 


(x + iy(x 2 + iy 



= 1 



x=i 



i6x 5 




16X S 


(x -ly (x- 0 2 (x + 0 2 


X=1 


(x -iy(x 2 + iy 



— 1 



■ i X = — l 



i6x 5 




16X 5 




16 i 5 16 i 


(x + iy(x - iy(x + q 2 


X=1 


(X 2 — 1) 2 (X + i) 2 


X=i 


~ ( 2) 2 (2 0 2 " 4(— 4) 






F est impaire done F(—X) — —F(X), soit encore : —F{—X) — F(X) 

-F(-X) = - (-2— + b ^ 

v y V-X-l (-X-1) 2 -X+l (-X+1) 2 -X-l ( -X-l) 2 -X+l (-X+i) 2 J 



+ 



-l ) 2 

C 



(-x+i ) 2 

+ e 



/ 



+ 



/ 



X) X+1 (x+l ) 2 ' X-l (X-l ) 2 ' X+i (x+i ) 2 ' X-i (x-i ) 2 

En identifiant les coefficients avec ceux de F(X), on a : 
a — c, b — —d, e — e et / = —f 

b — —d, ga on le savait deja, e — e done e est reel et / = — / entraine que / est un imaginaire pur, ce 
que l’on savait deja. 

X — 0 donne 

F(0) = 0 = — a + b + c + d + ie — f — ie — f — — a + c + i(e — e) 

Car b+d — Oet-f — f — i — i — 0 

Cela donne 0 = —a + c + i(e — e) — a + c + 2i(ilm(e) = —a + c — 2Im(e) 

Or a — c done Im(e) = 0 autrement dit e est reel. 

Je multiplie par X, puis je fais tendre X vers oo. 

0 = a + c + e + e = 2a + 2e 

Done e — —a 

Comme c — a, b — 1, d — — 1 et / = — i 
On a : 

16X 5 a 1 a 1 



F = 



a 



a 



+ 



+ 



+ 



C x 4 - 1 y x-i (x-i y x + i (x + iy x-i (x-o 2 x + i (x + q 2 

Ceci etant vrai pour tout X G C\{— 1,1, —i, i}, je prends X — 2 . 



16 x 32 



a 



+ 



+ 



a 



a 



a 



+ 



(16 - l) 2 2-1 (2 - l) 2 2 + 1 (2 + l) 2 2 - i (2 - i) 2 2 + i (2 + i) 

16 x 32 a 1 a( 2 + i ) i( 2 + i) 2 a( 2 — i) i( 2 — i) 2 

~^5^ = “ + 1 + 3~9 5 5^ 5 ' 5^ 
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16 x 32 4a i 8 4a i(3 + 4i) _ i(3 — 4i) 

^ 15 2 "T + 9“l 25 + 25 

16 x 32 20 - 12 8 8 

° 3 2 x 5 2 “ 15 a + 9 + 25 

<=> 16 x 32 = 8 x 15a + 8x25 + 8x9<=>2x32 = 15a + 25 + 9 <=> 30 = 15a <=> a = 2 



Done 
F = 



16X* 



+ 



+ 



+ 



(X 4 - 1 ) 2 X-l (X-1) 2 X + l (X + l Y X-i (X-i) 2 X + i (X + i) 2 

II reste a diviser par 16 : 

1 1 1 1 1 i 1 i 



X- 



8 



+ 



16 



+ 



8 



16 



8 



16 



8 



+ ■ 



16 



C x 4 - 1 y x-i (x-iy x + i (x + iy x-i (x-i) 2 x + i (x + o 2 

Ensuite pour decomposer dans R|X| il faut reunir les conjugues. 

X 5 



(X 4 - 1 y 



1 

8 



+ 



16 



+ 



1 

8 



16 



X 5 



1 

8 



(x 4 - iy 

X s 



+ 



x-i (x-iy x + i (x + i y 

if 1 1 



x 

4 



1/ 1 1 \ 
8 VZ - i + X + i) 



16 \(X - i) 2 (X + i) 2 ' 

J_ 1 J_ 

16 , 8 16 



+ 



i (X + i) 2 -(X-i) 2 



x-i (x-i y x + i (x + iy x 2 + i i6 (x 2 + 1 y 
i j_ i j_ x 

8 , 16 ,8 16 4 i 4iX 



+ 



+ 



(x 4 -iy x-i (x-iy x + i (x + iy x 2 + i i6(x 2 + iy 

e i i i i x x 
x 5 

+ „ ~ „ ~~ ~~ ~T~77 77— "1" 



8 



(x 4 -iy x-i (x-i y x + i (x + 1 y x 2 + 1 (x 2 + 1 y 

Je vais maintenant decomposer directement cette fraction dans M[Z], 



Comme dans C[X] je vais decomposer F — 



F = 



16X~ 



a 



+ 



16 X b 

( A -4 -!) 2 



+ 



+ 



sX + t riX + 6 

■ + tt= T + 



C x 4 - 1 y x-i (x-iy x + i (x + iy x 2 + i (x 2 + 1 y 

De la meme fa£on, on trouve que /? = 1 et 5 = — 1 
Je multiplie par (X 2 + l) 2 , puis je prends X — i 



rji + 0 — 

Done rj = 4 et 0 — 0. 

F est impaire done —F(—X) — F(X) 

a /? 



16X‘ 



(X 2 - 1 y 



16 r 



X=i 



y 



(-1-D 2 



= 4i 



-eX + < -r]X + 6\ 



F(< x ^ \-x - 1 + (-x - iy + -x + 1 + (-x + 1 y + x 2 + i + (x 2 + iy) 



a 



+ 



zX- l rjX — 6 

4" TTn T + 



-F(-X) = F(X) <=> 



x + i (x + i y x-i (x-iy x 2 + i (x 2 + 1 y 

a — y 

P = S 
( = 0 
0 = 0 

On savait deja que /? = — 8 et que 0=0. 

Pour 1’ instant on en est a : 

16X 5 a 1 y 1 zX 4X 



F = 



+ 



+ 



+ 7 + 



(x 4 -1 y x-i (x-i y x + i (x + iy x 2 + i (x 2 + 1 y 
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Je multiplie par A, puis on fait tendre X vers oo. 

0 = a + y + £ 



Comme a — y, on a s — —2 y. 

On peut essayer X — 0 mais cela redonne a — y. 



Pour 1’ instant on en est a : 
16A 5 

F = 



+ 



(a 4 - 1 y x-i (x 

Comme dans C[A], je vais prendre X — 2. 
16 x 32 y 1 4y 8 

9 5~ 



+ 



2 yX 



+ 



4X 



i y x + 1 (x + 1 ) 2 x 2 + i (x 2 + 1 ) 2 



(16 - l) 2 



= y + 1 + 






16 x 32 4y 4y 8 8 

= 1 1 

15 2 3 5 9 25 



16 x 32 _ 8y _ 8 x 34 
15 2 _ 15 + 9 x 25 



<=> 16 x 32 = 8 x 15y + 8x34<=>2x32 = 15y + 34 <=> y — 2 

16A 5 2 1 2 1 4X 4X 

F W - ( X 4 _ 1)2 - X _ 1 + (x - 1)2 + x + 1 ~ (X + l) 2 “ X 2 + 1 + (. X 2 + l) 2 

On divise par 16 et voila. 

A partir de la, on peut retrouver la decomposition dans C[X], pour cela il suffit de decomposer 

4 X a a 

X 2 + 1 ~ X - i + X + i 



Et 



(A 2 + l) 2 X -i + X + i + (X -i) 2 + (X + i ) 2 

A faire. 

Troisieme methode 



On repart de 

_ 16x5 a 1 y 1 i eX + ( 4X 

F W = (^4 - 1)2 = x-1 + (A - l) 2 + A + 1 “ (A + l) 2 + A 2 + 1 + (A 2 + l) 2 

a y s . A + ^ i 1 1 i 4A 

_ A - 1 + A + 1 + A 2 + 1 + (A - l) 2 _ (A + l) 2 + (A 2 + l) 2 

On va calculer 

1 1 4A 

(A - l) 2 ” (A + l) 2 + (A 2 + l) 2 

_ (A + 1) 2 (A 2 + l) 2 - (A - 1) 2 (A 2 + l) 2 + 4 A (A - 1) 2 (A + l) 2 
" (A — 1) 2 (A + 1) 2 (A 2 + l) 2 

_ ((A + l) 2 - (A - 1) 2 )(A 2 + l) 2 + 4A(A 2 - l) 2 
_ (A 2 - 1) 2 (A 2 + l) 2 

_ (A 2 + 2A + 1 - A 2 + 2A - 1)(A 4 + 2A 2 + 1) + 4A(A 4 - 2A 2 + 1) 

“ (A 4 - l) 2 

_ 4A(A 4 + 2A 2 + 1) + 4A(A 4 - 2A 2 + 1) _ 8A(A 4 + 1) 

~ (A 4 - l) 2 (A 4 — l) 2 

Done 

16A 5 a 1 y 1 sX + 1 4X 

“ (A 4 - l) 2 _ A - 1 (A - l) 2 A + 1 _ (A + l) 2 A 2 + 1 (A 2 + l) 2 
a i y _ £A + ( _ 8A(A 4 + 1) _ ^ 8A(A 4 + 1) 

_ A-1 + A + 1 + A 2 + 1 + (A 4 — l) 2 ^ F_ (A 4 -l) 2 

a i y , eX + < 16A 5 8A(A 4 + 1) a _ y _ eX + ( 

_ A - 1 + A + 1 + A 2 + 1 ^ (A 4 - l) 2 _ (A 4 - l) 2 _ A - 1 + A + 1 + A 2 + 1 
^ 16A 5 - 8A(A 4 + 1) _ a _ y _ sX + ( 

^ (A 4 - l) 2 _ A-1 + A + 1 + A 2 + 1 
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16X 5 - 8X 5 - 8X 
C x 4 - i) 2 
8X 5 - 8X 



a y eX + ( 

~ X -1 + X + 1 + X 2 + 1 

a y eX + ( 

+ — — + 



iX 4 -l) 2 X-l X+l X 2 + l 
^ 8X(X 4 - 1) _ a _ y , e* + £ 
^ (X 4 - l) 2 ~ X - 1 + X + 1 + X 2 + 1 



8X 



a y sX + 1 
+ - — r + 



X 4 -1 X-l X + l X 2 + 1 

8X a y £ X + C 

“I - —~— i h 



(X- 1)(X+ 1)(X 2 + 1) X-l X + l X 2 + l 
On multiplie par X — 1, puis X — 1 

8X 



a = 

On multiplie par X+l, puis X — —1 

P = 

On multiplie par X 2 + 1, puis X — i 

e + — 

Done 



l(x + ixx 2 + i )\ x=1 

8X 



= 2 



ix-i)ix 2 + i )\ x= _ ± 

8X 



= 2 



X 2 - 1 



X=i 



— —4 i => e — 0 et £ = — 4 



a y eX + ( 

+ — — + 



2 2 

+ 



4X 



Et enfin 



F = 



X-l X + l X 2 + 1 X-l X + l X 2 + 1 
16X 5 2 12 1 4X 

+ T7Z 7TT + 



+ 



4X 



C x 4 - 1) 2 x-i (x-iy x + i (x + 1 ) 2 x 2 + i (x 2 + 1 ) 2 

II ne reste qu’a diviser par 16 
Allez a : Exercice 47 



Correction exercice 48. 

1. a est une racine simple de Q done il existe Qi tel que Q — {X — a)Q ± avec Qiia) + 0 

_ P _ P a 

F Q (X-a)Q 1 X-a + 

En multipliant par X — a, puis en faisant X — a, on trouve (classiquement) 

P(a) 



a — 



Qii.cc) 



D’ autre part 

Q = (X~ a)Q ± =>Q' = Q 1 + (X- a)Q[ 

En faisant X — a dans cette derniere expression on trouve que Q'icc) — Q 1 (a) 
Par consequent 

P(a) 



a 



Q'icc) 



2 . 



71-1 



X n - 1 



-n^ 



k= o 



Done il existe a 0 , a 1; ... , a n _ x tels que : 



71-1 



-I 



tt k 



2ikn 



k= oX — e n 
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m—1 



En appliquant le resultat du 1°), avec P — X et Q' — nX r 

2ikn 

1 2ik{l-(n-l))n \ 2ik(2-n)n 1 4t/ar 



Done 



Allez a : Exercice 48 



e n 



a k — 



/ 2ikn \ n 1 

V N 



n 



— — e 
n 



— — e n 
n 



i-i 1 



-I 



n 



Aikn 
■e n 



2lkn 



k= oX — e n 



n 



■e n 



Correction exercice 49. 

1. P — X 5 — X 3 + X 2 — 1 — X 3 (X 2 — 1) + (X 2 - 1) = (X 2 - 1)(X 3 + 1) 

— 1 est racine de X 3 + 1 done on peut factoriser par X + 1, et on trouve, a l’aide d’une division 
elementaire X 3 + 1 = (X + 1)(X 2 — X + 1). X 2 — X + 1 n’a pas de racine reelle 
On deduit de tout cela que la decomposition dans R[X] est : 

P = (X - 1)(X + 1)(X + 1)(X 2 —X+1) = (X — 1)(A + 1) 2 (X 2 - X + 1) 

X 2 — X + 1 admet deux racines complexes conjuguees 

1 — iV 3 1 + iV 3 



= ~J et 



= ~J 



:2 



2 J 2 

La decomposition dans C[X] est : 

P — {X — 1XX + 1) 2 (X + j)(X + j 2 ) 

2. II existe a, b, c et d reels tels que : 

X + 1 X + 1 1 



(X -1)(X+ 1) 2 (X 2 - X + 1) (X - 1)(X + 1)(X 2 - X + 1) 
a b cX + d 



+ 



+ 



X-l X + l X 2 -X+l 
On multiplie par X — 1, puis X — 1 

1 

a — 



(X + l)(X 2 -X + l)\ x=1 2 



On multiplie par X + l, puis X = — 1 

b = 



(X - 1XX 2 - X + 1)1^ 



On pose X — 0 



11 1 

— 1 — — cl + b + d d — — 1 + cl — b — — 1 H 1 — — — 

2 6 3 



On multiplie par X, puis X tend vers l’infini 

11 1 

0 = a + b + c=>c = —a — b — I- - = — 

2 6 3 

1 1 

2 6 



X + l 



+ 



1 1 
“ 3*-3 



X-l X+l X 2 -X +1 



Allez a : Exercice 49 
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